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Capítulo 


O conceito 


de matriz 


1.1 — MATRIZ 


A uma tabela de números, dispostos em linhas e colunas, colocados entre 
“colchetes”, damos o nome de matriz. Os números que a constituem são seus 
elementos. 


Exemplos 
Ei wyja | 
3 
39) 1 5 2 6 [2 2 
pod Td ba 
mo ss A 5a 
| 92 


As linhas são numeradas de “cima para baixo” e as colunas, “da esquerda para 
a direita”; assim: 


1 6 -2 | +< 12 linha 
6 7 13 | + 22linha 
0 (0) -2 | +« 32Jinha 
5 6 1| +< 4alinha 
t pi 

ja 2a 3a 


coluna coluna coluna 


1.2 — ORDEM DE UMA MATRIZ 


A ordem de uma matriz é dada pelo número de linhas e o número de 
colunas que a constituem. 

Para indicá-la, escreve-se em primeiro lugar o número de linhas e, em seguida, 
o número de colunas, colocando-se entre esses dois números o sinal X. 

No 19 exemplo, acima, a matriz é de ordem 2 X 2 (lê-se: “dois por dois”); 
no 29 exemplo, a matriz é de ordem 2 X 3 (lê-se: “dois por três”); no 3º exemplo, a 
matriz é de ordem 3X 4, e, no 4º exemplo, a matriz é 4X 2. 

Podemos então dizer que uma matriz de ordem m X n, ou simplesmente 
matriz m X n, é uma tabela de números distribuídos em m linhas e n colunas. 
Observe, então, que o número de elementos que a constituem é m . n. 


1.3 — MATRIZ QUADRADA 


Matriz quadrada é uma matriz constituída pelo mesmo número de linhas e 
de colunas. 

Se uma matriz quadrada é de ordem nXn, isto é, se possui n linhas e n 
colunas, diz-se que ela é uma matriz quadrada de ordem n. 


Exemplos 
19) A matriz A = [3] é quadrada de ordem 1. 


| A 
29) A matriz B = | | é quadrada de ordem 2. 


“7 3 3 
30) AmatrizC=| 2 0 S | é quadrada de ordem 3. 
-1 9 14 


1.4 — NOTAÇÃO GERAL 


Para representarmos a matriz A, m X n, indicamos cada um de seus elementos 
com uma letra minúscula afetada de dois índices, que indicam a posição ocupada 
por esse elemento na matriz. 

Assim, um elemento genérico da matriz A será representado por: 


O primeiro índice, i, indica a linha a que esse elemento pertence, e o 
segundo índice, j, a coluna a que esse elemento pertence: 


: 2 «- iésima linha 


Exemplos 
10) Na matriz de ordem 2 X 3: 


a, (lê-se: “a um um”) é o elemento que ocupa a 12 linha e a 12 coluna; a; 
(lê-se: “a um dois”) é o elemento que ocupa a 12 linha e a segunda coluna; a,3 
(lê-se: “a dois três”) é o elemento que ocupa a segunda linha e a terceira coluna. 


29) Na matriz 


8 . 
B = 2 3 |, tem-se: 
3 -q2 


1u=8, a2=1,an=2,a2=3,aa=3€e ay=-2. 


Em geral, a matriz A, de ordem m X n, é representada por: 


dm dg 23 -.. dm 
da) da da d2n 
A = dy da da dan 
àm, âmz ma âmn 
ou, com a notação abreviada: 
AA = q 
A = lajjloxno 


1.5 — DIAGONAL PRINCIPAL — DIAGONAL SECUNDÁRIA 


Em uma matriz quadrada: 
A = [ay xn 


o conjunto de seus elementos aj, tais que i = j, chama-se diagonal principal; o 
conjunto de seus elementos tais que i + j = n + 1 chama-se diagonal secundária: 


Exercícios Resolvidos 


1.1) Seja a matriz: 


a 1 
ca 4.7! 
432 
7 -25 


a) Qual é a sua ordem? 
b) Quantos elementos ela possui? 


c) Complete: agi =... a... ag... Aja7..: 
d) Seaj=0, então i=... e j=... 
Solução 


a) A matriz é constituída por 4 linhas e por 3 colunas; sua ordem é 4 X 3. 
b) Ela possui 4 + 3 = 12 elementos. k 

c) aq4=7,a2=4,a9=3 e agg=7. 

d) Namatriz,azj=0 e daí, i=2 ej=1. 


1.2) 


1.3) 


Construa a matriz A = TR x3 Para a qual aj = 2-). 
Solução 
Observe que a definição dada: 

: a Ra 


indica como se obtém um elemento qualquer de A: eleva-se o seu primeiro índice ao 
quadrado e desse quadrado subtraímos o seu segundo índice; então; 


as A ass 12-1 12-2 12-3 0 -1. -2 
A=|an ap an|=|22-1 2-2 2-3])=13 2 1 
ag am as 32-1 32-2 32-3 sm 6 


Construa a matriz A = [ai], x q Para a qual: O 


i+j, se i<j cmd 
aj = 1,se i=j 
O, se iDj 


Solução 
Observe que na matriz quadrada de ordem 4: 


os elementos para os quais i = j pertencem à diagonal principal, e eles todos são iguais a 1; 
aqueles para os quais i Lj estão “acima da diagonal principal”, e para calculá-los so- 
mamos os seus índices; e, aqueles para os quais i >j estão “abaixo da diagonal prin- 
cipal”, e'eles todos são iguais a zero. 


Então: 
ar” diga 1 su é » bjo 
o ] 5 do a Ei Eu ' AA E 
A = Voe so prantos ds 
O “0 Aa 
0,10700 o Unte Pisnl 


Exercícios Propostos 


s1.4) 


e 1.5) 


.1.6) 


e 1.7) 


1.8) 


e1.9) 


+ 1.10) 


el.l1) 


Seja a matriz de ordem mX n: 


600. 621 ... 517 
407 440 ... 330 


a) Quantos ela possui? 
b) Complete: mo mari. “ane... amnó-. 
7" 


Uma matriz possui 6 clementos. Qual é a sua ordem? 


Numa matriz quadrada de ordem n quantos elementos não pertencem à diagonal 
principal? a 


Numa matriz, chamam-se elementos internos aqueles que não pertencem à primeira ou à 
última linha ou coluna. Quantos elementos internos possui uma matriz 5 x 6º 


Construa a matriz A = laijl, x, Para a qual aj; = 3i-j2. 


Construa a matriz A = (aj ara a qual: 
nd [ Ls pa q 


O símbolo delta de Kroneckeré definido por: 


| 


Construa a matriz A = aj], x q Para a qual aj = Hi +? dj. 
RM 


í 


Seja a matriz quadrada de ordem-n; A = « Denominase traço da matriz A à 


soma aj tag tag +... +ann dose 


au; A 0 é 


Considere a matriz A = [aj] 


e para a qual aj = 1 «jydetermine tr(A). 


1.6 — ALGUMAS MATRIZES IMPORTANTES 


la) Matriz linha 
É a matriz constituída por uma única linha. 
Exemplos 


aJA=[-1 3] bD)B=[4 4 5 


24) Matriz coluna 
É a matriz constituída por uma única coluna. 


Exemplos 


34) Matriz diagonal 


É a matriz quadrada na qual os elementos que não pertencem à diagonal prin- 


cipal são iguais a zero. 


Exemplos 
7-0 1 O 
o * O-5 :0 O 
a) À = -1 0 b)B = 
o m.o M 
O U 6 
o 0o0oõs 
E RR! PR) 
c)€C= q ue. MD 
Omo 


44)” Matriz identidade 


É toda matriz diagonal em que os elementos da diagonal principal são 


iguais a 1. 
Será representada por 1. 


2] 


Por exemplo: " 


0 

1 

0 
Se quisermos colocar em evidência que a 


“” 


É uma matriz cujos elementos são todos iguais a zero. Será representada 
por O 
Por exemplo: 
0 
0 0 a Ê 
O = |] o oO 
oo 
AM 0 


Se quisermos colocar em evidência a sua ordem, escrevemos Om x n- Assim: 


O2x3 a | o á 9 4 
o ae À 


62) Matriz transposta : ' 

Seja a matriz A. Chama-se matriz trunsposta de A à matriz obtida de A, 
trocando-se, “ordenadamente” suas linhas por colunas (ou, o que conduz ao 
mesmo resultado: trocando-se suas colunas por linhas). 

Indica-se a matriz transposta de A por A! 


10 | 


Exemplo 


Se A = 


1.7 — IGUALDADE DE MATRIZES 
Elementos correspondeiitês é | qr etiinga 
Sejam as matrizes A e B ê mesma 


e um elemento b da matriz B 
posição nas respectivas matrizes. 


Exemplo 
Nas matrizes de mesma ordem 2 X 2: 


os elementos 


an é by 
am e by 
a € ba 
az € boa 


são correspondentes. 
Observe que, na notação, elementos correspondentes têm índices iguais. 


Definição ab sly sai sb obqimiab na 
As matrizes A e B são iguais, se, e somente se, têm mesma ordem e os 


elementos correspondentes são iguais; indica-se: 


[A=8 |] y ge q 


“ 


Exemplos 
2 
E E 
19) As matrizes À = >» 22 |6 B= > 4 | são iguais, isto é, 
2 
3-3 9 a 
3 
A=B 
a b 0-2 
29) Se = | então:a=0,b=2,c=-1 e d=V2 
28 k j 5 die) E 3 
“No conjunto das matrizes de mesma ordem, a igualdade de matrizes define 
uma relação de equivalência; então, das seguintes propriedades: 


13) reflexiva: para toda mai A, tem-se A=A. 
22) simétrica: para as matrizes A e B,se A = B então B= A. 
2) transitiva: para as matrizes A, Be C,seA =Be B=C,então À =C. 


ts o 


Exercícios Resolvidos 


Da A) ea! cds 
1.12) Se = , detemine x,y, a eb. 
x-y a-b à À der 


Solução á 
Da definição de igualdade de matrizes, os elementos correspondentes devem ser 
iguais; então: & 
x+ty=5 e ts Sp 
x-y=1 1-b=3 pe 


Resolvendo os dois sistemas acima (somando e subtraindo as respectivas equações) 
obtemos: x=3,y=Za=1leb=- 


12 


1.13) Uma matriz quadrada A = [aj], «n diz-se simétrica quando ajj= aj para todo i, 
1<i<n, e para todo j, 1<j<n. Observe que se A é simétrica então A = at e 
inversamente. 

Determine o número b, b ER, para que a matriz: 
'3 2% 


b2 db 


seja simétrica. 
Solução 
3 % à 2 , 
SeA = então A = ,e, se A é simétrica, tem-se A = A ; daí: 
b2 b 2 b 


Br s:3 2b = b? 
b2 = 2b b=b 


As condições acima ficam satisfeitas para as raízes da equação: b? = 2b que são 
b=0 e b=2. Ê, 
Note que há duas matrizes que satisfazem à condição imposta: 


á 30 a É 354 Ads 
= p so e CARA 
00 É a ar! 


1.14) Demonstre que para toda matriz A = [aj] en tem-se: 


Solução 
Se A = [aijln xn então At=[bijloxm onde bjj = aj. 


t 
A matriz (A!)! é de ordem mx; seja então (A!) = [cijm en Onde cij = bijj- 
Então, para todo i, | <i <m, e para todo j, 1 <j<n, tem-se: 


cas F Lcijlmxn = Pjilmxn * [Biilmen * A 


* 

e 1.15) Seja a matriz A = aj), xa para a qual: 
ao 
aj = aj 


aj = itj, se I<Si<;j<S4 


Determine A e A! A é simétrica? 


13 


sen20 (senO + cos) + b 


* 1.16) Se , determine os números reais a, be c. 


cos40  |sen30 + cos30| : 
* 1.17) Seja D uma matriz diagonal de ordem 3 x3. D é simétrica? 
1.18) Se A = [ajj], x é simétrica, em A há, no máximo, quantos elementos distintos? 


* 1.19) Definição: a matriz J, de ordem m X n, é uma matriz cujos elementos são todos iguais 
a 1. Construa, para matrizes 3 X 3: 


o It db) 3t 9 ot 


e1.20) Seja a matriz A = [aj], para a qual ajj = Fi) + £(), onde f(x) = x + 1. Construa A!. 


3x2 


e! sto 1 Fui] 
PO na q 


» 64 


pl O ola paper 1 
al ABA O mi 


o Ff "ei à 


eso or mr 


tap 4 Drer 
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Capítulo 


Operações 


com matrizes 


2.1 — ADIÇÃO DE MATRIZES 
Definição ' A 
Sejam as matrizes A e B, de mesma ordem m X n. 


Denomina-se soma de A com B à matriz C, de ordem m X n, cujos elementos 
são obtidos somando-se os elementos correspondentes das matrizes A e B. Indica-se 


é eu) =.u sé: medo pi 4 gas 
nitra ssa é 
E FE pr 


datas é 


O. 
ERRA > seabola ad 
a É 3 4 3+3 5+4 09 


+ + 


Se as matrizes A e B têm mesma ordem, elas se dizem conformáveis para a 


Observe que existe A + B somente se A e B têm mesma ordem, isto é, 
se Ae B são conformáveis para a adição. 


15 


não têm mesma ordem; a adição de A com B não pode ser efetuada. 
Diz-se que matrizes de ordens diferentes não são conformáveis para a adição. 


Propriedades da adição de matrizes 
13) A adição de matrizes é comutativa: para as matrizes A e B, conformáveis 
para a adição: 


Demonstração 
Sejam as matrizes A= [al un € B= [bijlm x nº então: 
A+B=[a7+bjlnxn = [big + Mijlmxn * B+ A 
Observe que a adição entre números é comutativa, o que justifica a igual- 


dade (T) acima. 


22) A adição de matrizes é associativa: para as matrizes A, Be C, confor- 
máveis para a adição: 


BRR EITA 
Demonstração A k 
Sejam as matrizes A = [aj] nº B= [bijlm x e C= cl nº então: 
e go 


(A+B)+C = [aj + bijlm xn » esa - 


= [aj tb) + Gilmxn = ai + (big + ij) x n > 
= [ai] + [bj +cila xn = A+ (B + O. 
Observe que a adição entre números é associativa, o que justifica a igual- 
dade (D acima. 


mxmn 


3a) Existe o elemento neutro. 


Dada uma matriz A, existe uma matriz X, conformável com A para a 
adição, tal que: 


Demonstração 
Se A=[a;laxn * X= [xijlm x nº da condição A + X= A obtemos: 
aj * Xij = aj : 
e daí, Xijj = 0. Á 


Então, X é a matriz nula de ordem m X n, Om xn: 


4a) Existe a matriz oposta. 


Para toda matriz A, de ordem m X n, existe uma matriz X, conformável com 
A para a adição, tal que: aa ) 


Demonstração 


Se A = [a] e X= [xl da condição A + X = O obtemos: 


mxn” 


mxn 
aj t+ x =0, 
e daí, Xjj = - aj. 
Então, X é a matriz cujos elementos são os opostos dos elementos corres- 
pondentes de A;a matriz X, então, denomina-se oposta da matriz A, e se indica com: 


Observe que se A = laijlm xn» então -A= Cala xn” e que: 


Note também que -(-A) = A. 


17 


2 to vii dstl -2 -3 1 
SeA=|0 7 4 | então-A=|0 -7 -4 
E AR 4 3 3 


Sejam as matrizes A e B, conformáveis para a adição. 
A diferença de matrizes A - B define-se por: 


e 2+ (22) + 3+3 ig ce À 
5+(4) 2+(2)) [1 4 


bigiS Add, 4 vrigiars, + 
Formalmente: ss 


A equação matricial X + A = B. Teorema 
Sejam X, A e B matrizes conformáveis para a adição; então, vale a equi- 


valência: 


Demonstração 
Na equação X + A = B, somando-se a matriz -A a ambos os membros, 
obtemos sucessivamente: 
(X +A) + (CA)=B+(-A) 
Xx+[A+CGA)J=B-A 
X+0=B-A 
X=B-A 
Então, X+A=B>X=B-A (1) 


Inversamente, para X = B- A, a equação X + A = B fica satisfeita: 
X+A=(B-A)+A=B+(-A+A)=B+O=B 
Então, X=B-A >X+A=B (1) fi 


De (T) e (1) vematese: X+A=Be->X=B-A, 


Note então que, numa equação matricial, uma matriz “pode passar” de um 
membro para o outro da equação, “mudando” o seu sinal. 


des .stá pasitggop 
ebeb % rt 
Exemplo 
Se A Es B na determi triz X tal 
- é + determinemos a matriz e 
< j Dm da iácvê o 


X + A = B. Então, do teorema acima: 


2.2 — MULTIPLICAÇÃO DE UMA MATRIZ POR UM NÚMERO REAL 
Definição 


Dados uma matriz A, de ordem m X n, e um número real a, O produto de a 
por A é uma matriz B, de ordem m X n, obtida multiplicando-se cada elemento de 


A por a. Indica-se: 
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Exemplo 
4 3 2.4 2:(3) 8 6 
2106 2/=12.0 2% =| 0 
ne 2. (1) 2r3 -2 6 


Propriedades 


Sejam A e B matrizes de ordem m X n e os números reais a e f. 
Valem as propriedades: 


2.2) 


2.3) 


24) 


3+5 1+2 -5+(-4) 8 3 -9 
“|2+0 1+7 6+6 2812 
34 1.5] LF sa maos 
bd) A-B= à - 
21 6 os 
3-5 1-2 -s-649] [2 4 a 
geo d=7 8-6 2-6 0 


42 4.3 01 
SeA=|5S 7|,B=|S -6| e C=|[1 0], calcule A-B+C. 
3 10 ti E. a 


Solução 


A adição de matrizes é associativa; não há, então, ambigiidade na notação 
A-B+C;ela pode ser escrita, por exemplo, (A - B) + C; então: 


A-B+C=(A-B)+C = S+ TF+ 
Ê 3: AO aid 


2 48 4 1 E, 


Determine os números reais x, y, Z e uu sabendo-se que: 


ul 
Te AAA 
8 2-1 uo | 
x+3 3+y » 3 
dim mod | A | 


Então: x+3=2x 3+y=3 


8+u=5 z-1=1 
edaí:x=3, y=0,4U=-3 e z=2. 


jd 5 DO SS É 45 rg 
Sea=|2 5 1|e B=|7 11 0] calcule: 

4 3 2 5 Rã pé 
a) SA-B b) 24 +3B 


2.5) 


2.6) 


Solução 


-] 3 0 [US 
DisAsB=S9| 2» sh1)-] 91% “Ol 
Po Mes "ca dá 
Sds 45 O. 0 É 5. Su 
= 40 25454 E Tot ones 3 ABAS 
20 15 10 Sue cad ad 15:48. 6 
1 13 0170 =] 
b)/24+3B=2:]2 5 -1]+3:]7/1 0|]= 
3 Va LR e 
a 0:08 E RR 
“" 
=| 4 10 -21,+ 121,34. Di ado 44 
8 6 4 15 =9: 12 32; 81% 


Sejam as matrizes A e B. conformáveis para a adição; se « E R, demonstre que: 
ac(A+B)=acA+a-B 


Solução 


Se A= [aij)n xn e B= [bij)m xn tem-se A+B= fai; + bijlm x o então: 


+ (A+B) = afay + byha cn * [at » (aij + bilmxn * tom t oligo 
= [oajlmyn * [Mbijln en = 40 A +aB ” 
= e 
“é 
sa 4 4% 


Seja J=| 1 1 1] .DetermineamatrizXtal que: -4(X-13) = X +J 


e 
ta 
a 


Solução 


As propriedades da adição de matrizes e da multiplicação de uma matriz por 
um número real, possibilitam escrever sucessivamente: 
-4(X-13) = X+] 
-4X + 415 =X+] 
-4X-X = J-4I (veja o Teorema da página 18) 
-5X = J-41 | 
1 4 


Ac-gltrm 


Então: 
Y za tu: 0-0 
x=-L.jiral+S|010]= 
aa t q 4 
1 1 à 4 3 
e Ds 5 
E 1 1 1 4 BE Resto 
nd Do e dE Di o E a 5 
A A 4 gm 
“e Sa a » + 0% 5 


2.7) Determine as matrizes X e Y sabendo-se que: 


1a 
Xx+Y= 
Ria 


Solução 


Somando membro a membro as duas equações, resulta: 
3. 3 
2X '= 
e 
“ 
â 3 3 
& 1 
> 4 =— = 


Subtraindo membro a membro as duas equações, resulta: 


-1 -1 
É ipi 
TRA 


e daí: 


jts tojw 
[ua tofu 


e daí: 


jus jm enjm 


2.8) Sejam as matrizes A e B, de mesma ordem m x n. Demonstre que: 


Solução 

Sejam A = [aijlnxn & BE Dilma n então: 
At = [oijh xm onde Gi = aj 
B' = [Bijhwm onde Bj = bj 


Seja A+B = [cijlm x n onde cij = ajj + bij; então: 


(A+B)! = Mijlhxm Onde Nj = cj 
Temos sucessivamente: 
loijlnxm * (Bilxm = [0% + Bishem = fi + Diiloxm = 
o 1 a | By 


2.9) Seja a matriz A, quadrada de ordem n. Demonstre que A + A! é simétrica. 


At + Bt 


" 


Solução 
t 


Seja B= A + AÍ e demonstremos que B é simétrica, isto é, que B = Bt. 
(Veja exercício 1.13.) 
De fato, id 


t 
B'=(A+ AS! = ate(aS! = At+A= A+AlL=B 


2.10) Uma matriz quadrada A = [aj] diz-se antisimétrica quando ajj = - ajj para todo i, 
1<i<n e para todo j, 1<j<n. Observe que se A é antisimétrica Aº = -A e 


inversamente. « 
Exemplo E 
0 b » 
A matriz A = é” c é anti-simétrica. R 
-b -c 0 hd 


Note que os elementos que pertencem à diagonal principal são todos iguais a 
zero, e que os elementos colocados simetricamente em relação à didgonal principal são 
opostos. 

Determine os números reais a, b, c, x,y e z para que a matriz 


a 2 53 
A=|x-l b 2y-4 
z 4 c 


seja anti-simétrica. 


Solução 
Os elementos da diagonal principal devem ser iguais a zero: 


a=b=c=0 
Os elementos colocados simetricamente em relação à diagonal principal são opostos: 
x-1=-2 
z=-(-3) 
4 =-(2y-4) 
Então:x=-1,z=3 ey=0 
A matriz é: 
O 2 -3 
A=|-2 0-4 
1 4 
Exercícios Propostos 
2.11) Sejam as matrizes: 
desk 5 3 o 04 
A=|2 5a B=| 7.110 
4.3.2 5-3 4 
Determine: 
a A+B b) B-A 


2.12) Determine os números reais x e y sabendo-se que: 


x? x 0 «x 
+ = 
8/0 ; E AR 


2.13) Sejam as matrizes: 


Ao À de ae, 44 
L=|/PWS3la B=|/30 So C=MaMs o 
10 4 6 9 « 8 


a) Determine a matriz A - 6B - 2€. 
b) Resolva a equação matricial: 


SUX+A) = 3[X+0X+B] + C 


2.14) Seja A uma matriz e sejam G e Ê números reais. Demonstre que 
(a+Bea=aca+B-A 


2.15) Determine as matrizes X e Y sabendo-se que: 


a - 
ME = 

3 4 

10 
X-Y= 

00 


2.16) Xe Y são matrizes de ordem 3x 3. Determine-as sabendo-se que: 
» Mi 2X. a 15 
2X - Y=03 

2.17) Ae B são matrizes quadradas de mesma ordem. Demonstre que: 
tr(A+B) = tr(A) + tr(B) (veja exercício 1.11) 


2.18) Sejam a matriz A e & um número real. Demonstre que: 
(ua)! = q. A! 


2.19) Sejam as matrizes A e B, de mesma ordem mxn. Demonstre que: 
(A-BJ = At-pt (use os exercícios 2.8 e 2.18) 


2.20) Seja a matriz A, quadrada de ordem n. Demonstre que A- A! é anti-simétrica. (Veja 
exercício 2.10.) 


2.3 — MULTIPLICAÇÃO DE MATRIZES 
Requisito para a existência do produto de matrizes 


Para que o produto de duas matrizes exista, exige-se que os fatores que são 
multiplicados sejam conformáveis para a multiplicação; isto significa que o primeiro 
fator deve possuir tantas colunas quantas são as linhas do segundo fator. 

Assim, se A é uma matriz de ordem m X n e B é uma matriz de ordem p X k, 
o produto À - Bsó existe sen= p. Senp,a multiplicação de A por B não pode 
ser efetuada, isto é, o produto A » B não existe. 


Definição 

Sejam as matrizes A = [a;j] 
multiplicação. 

O produto de A por B, notado com A - B é a matriz de ordem m X p, 
C = cm xp» Para à qual o elemento c;y, que se encontra em sua i-ésima linha e 


e B= by] » conformáveis para a 


mxn nxp 


em sua k-ésima coluna, é obtido multiplicando-se os elementos da i-ésima linha de 
A pelos “correspondentes” elementos da k-ésima coluna de B e somando-se os 
“produtos parciais” assim obtidos: 


da21 a . ç 
T amas a 
3x4 são conformáveis 
o 
C3 =ayebz+ayeba + ayebataseba= ) asbj 


ja 


Observe que, para obtermos o elemento cs; da matriz produto, multiplica- 
mos os elementos da 34 linha de A pelos “correspondentes” elementos da 22 coluna 
de B, somando-se, então, os produtos assim obtidos. 


1 2 4 

3:48 O 

2º) Sejam À = a” e B=|4 1 5] ;então: 
3.0 À 


2x3 


Cn =3.1+4.4+2.3=25 Cr=3.2+4.1+2.0=10 c93=3.4+4.5+2.1=34 
Ca =3.1+9.4+1.3=42 Co=3.2+9.1+1.0=15 C)3=3.4+9.5+1].1=58 


ape [É 10 3 
a 42 15 58 
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39) an àmn| |by dual. Cancbitasneba) (anebrtane ba) E 
“Lam ao) ba ba) | (ameba taz-ba) (ae bra t doa e bag) 


3 asjbjs ç ayjbjo 


1 
49) SejamA = bo 


1 o 0 
e B= ; então: 
| g | 
dis a A | O. Ol [1-0+1.1 1.0+1.1 E 
OLA a 0.0+1.1 0.0+1.-1 a 
ita oi o 0 1 11,10:1+0-0 0-1+0-1 “10 0 
|..c abs: |O nvd 1l.1+1.0 1.1+1.1 lo c& 


Observe que A- BB-A, isto é, a multiplicação de matrizes não é uma 
operação comutativa. 


1 
» 1 q 
59) Sejam A = l |s- 3 |JeC=[-2 1] 


Calculemos (A - B) . € 


k 1 à] À a] N 

A-B= «13] = e 

y O =|. 2 , 0-1+(-1).3+2.2 1 
a 3 E 3-(-2) 3.1 E 

amc-[)] [=2:> 19 Es a] 


sá 


Agora, calculemos A « (B « C) 


1 1 (2)-sibid 21 
Bec=[badbril= [3467 3-1 ]|=[6 3 
2 Det) Tot wo 
E PR 
2 |ccu 
A:0-0- | IE + 3|= 
RE q 
Ava 


0-(-2) + (1). (6) + 2-(-4) 


[28] ' 


Observe que (A - B).C = A-(B-C) 


[246D+1-69 +69) 
ú 0-1+(1)43 42.2 


Zeta spt 


b 
d 


“asd 1 OQ —|acl+beO ac0+b-l jã b . 
e q 01 ccl+d-0O c-0+d-l c d 

d 1 O a b n l.a+0.c 1-b+0-d ja b edi 
natotad O.a+1.c O-b+1-d cd 


Observe que AL =: A=A 


5 SA + k 
c Ba SI 
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e a matriz identidade L, = | ; então: 


E 0.0 
79) Sejam À = 4 e a matriz nula O, = ; então: 
e 


— AO, =0,+ A=0, 
Formalizando, então, a definição discutida acima: 


E 
Ef) | time i 
* 


AB 


Exercícios Propostos ” 


2.21) As matrizes A, B, Ce D são de ordem 2X3, 3x4, 1X3 e 2X1, respectivamente. Dê a 


ordem de cada matriz abaixo: : 
a) AcB b) C-B c) D-(C-B) 
1.5 4 E é 
2.22) Sejam À = e B= 4 -3 ; determine A * B. 
E a RR 21 A 


1 2 
2 4 


5 2 
2.24) Se A = ,B= 
2 4 3 
-2 3:46:24 Ena 
2.25) a) SeA = eB=. ; 
1 1/2588 


ES à 2 -1 -2 
| fer 4 1 3 | ,determineA-Be B-A 


à PR A 


2.23) Para as matrizes A = 


b) Se A 


| 
129 sea | , determine a matriz X tal que: AX = 6. 


Ft) 


Propriedades da multiplicação de matrizes 

14) A multiplicação de matrizes não é à 
- Sejam as matrizes A e B. Seo uto ; 
não existir. Por exemplo, se A é de or | 


A - B, mas não existe B + . À (por quiRE np 
Mas, atenção! mesmo que dee es “A, 


meo afirmo A 
pode-se ter A-BÉB-A 


* (veja o 49 exemplo, acima). 


Então, para duas matrizes A e B Iii, é falso que necessariamente: 
A-B=B-A 


Quando as matrizes A e Bsão tais que A-B = B-A, diz-se que A e B 
comutam. 
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Observe que uma condição necessária para que as matrizes A e B comutem é 
que sejam quadradas e de mesma ordem. Por exemplo, as matrizes: 


a b Lvuild 
A = eL= 


comutam, pois A - Il = + A (veja o 69 exemplo, acima). 


22) A multiplicação de matrizes é associativa. 
Sejam as matrizes: 


A = Bijlmwn' B= Iiklaxp * € = [oklpõéa 
Então: 


Demonstração (opcional) 
Da definição de multiplicação, temos: 


n 
A-B= | ) sm 
j=1 m xp 


Aplicando novamente a definição para as matrizes À - Be C: 


Pp n 
(A-B).C= A ) E) * Ckr 
mxq 


k=1,. Nai 


Multiplicando o fator ckr em cada parcela da soma entre parênteses: 


Pp n 
DS (Duke 
k=1 j=1 m Xq 


j=1 k=1 


e daí: n p 
A-(B-C) = 3 [Ê e) 
mxq 


A ordem segundo a qual desenvolvemos as sorriatórias, numa soma de um 
número finito de parcelas, é arbitrária; então: 


Pp n Pp 
3 SE djbjkCkr) = 3 DT bjkeks) o 
k=1 j=1 ja k=1 


e daíatese: (A-B).C=A-(B-C). 


3a) A multiplicação de matrizes é distributiva em relação à adição. 
Sejam as matrizes: 


A = amloxn:B=[kilhxp é C= expo 


Então: 


Demonstração 
A-(B+0) = [amklm x n * [bkj t Ckjlnxp = 


n 
>, Me + | “ 
mXp 


k=1 


|) H 
m 
" 


(ax * dk; + “ap - 


mXp 


cre a 


mxXp 


n n q 
E 5» aixbk; + ak Ckj =A-B+A-C 
k=1 mXp k=1 mxXp 


A propriedade acima, desde que a conformabilidade esteja respeitada, também 
assume a forma: 


A demonstração é análoga à anterior. (Veja exercício 2.45.) 


42) Sejam as matrizes A = [al xn €B= Lbjkl x p e O número real q; 
então: 


Demonstração 
(a A). B Gal lo aijlm x n * [bjklnx p s 


5 | 5 (aj) + a hé | a a. Gs » 
j=1 mxp j= mxp 
[Ê vm] =a-(A-B) 
j=i mxXp 


5a) Multiplicação pela matriz identidade. 
Seja a matriz A = [aj] x n; então: e 


Demonstração 
Demonstremos que A - In = A. 


Sendo In = [ôjk]n x n» Onde ôjk = Osejxk e dj = Isej=k (veja pág. 
8), temos: 


A-In = [ajlmxn * [jkloxn Eb? Goo a 
mxp 


j=1 
= (and tape tanôskt...+ aixôkk +... + ajnônk) Im x a” 
= [lan -O+az- Ota 0+...tape 1+...+an 0) en - 
= [axlmxn = À 


A demonstração da igualdade Im + A =' A é análoga. 


62) Multiplicação pela matriz nula. 
Seja a matriz A, de ordem m Xn; então: 


A demonstração é imediata. 


Observações muito importantes 


la) Sejam A e B matrizes conformáveis para a multiplicação; da igualdade 
A « B=0, não podemos concluir que A=O ou B=0. 


Por exemplo: 
E 2 0 0” 070 0-0 "0 
1 1 01-10 0 0]=)] 02070 
-1 4 0 >: 45:49 O: "00 


Note que o produto das matrizes acima é a matriz nula, mas nenhum dos 
fatores o é. 


= 


22) Sejam as matrizes A, B e C. Respeitadas as condições de conformabili- 
dade, da igualdade A-B = A-C ou da igualdade B- A = C- A, não podemos 
concluir que B = C, mesmo que AO. Para a multiplicação de matrizes não 


vale a lei do cancelamento. 
sí 


Por exemplo: 
É RA - RR Le 3 
Se A = farpas la Lo PIE Co=li.AL à 
-1 4 0 A? RR | 1 
então: 
3 1 
A-B=|2 2/=A-C 
-7 


Observe que se tem A-B = A-C e BC. 


Exercícios Resolvidos 


2.27) Mostre que para quaisquer a, b, c e d, reais, as matrizes: 


RS if 


comutam. 
Solução 
a b cd ac-bd ad+bc 
AcB= . = 
-b a -d c -bc-ad -bd+ac 
cd ab ca-db cb+da 
B.A= . = 
-d c -b a -da-cb -db+ca 


Observe que A-B = B-A, isto é, Ae B comutam. 


2.28) Se A é uma matriz quadrada, de ordem n. Define-se: 


Note que da definição tem-se, por exemplo: 
AZ=A-A 
A =A2.A=(A-A)-A 
A multiplicação de matrizes é uma operação associativa, o que nos permite 
escrever: 
A=(AcA)-A= A-(AcA) 
Na prática, é comum escrever-se: 
A*= AAA 
notação que não gera ambigiiidade, pois a associatividade da multiplicação permite'que 
se determine A? calculando (A + A) + A ou A « (A » A), alternativas que nos conduzem a 
um mesmo resultado. 
Analogamente, a associatividade da multiplicação permite-nos escrever: 
At =AS.A 
A*=(AA-A)-A=Ac(A-A-A) 
e, na prática, sem que se tenha qualquer ambigiiidade, escreve-se: 
A*=A-AcSAcA 


As considerações anteriores permitem-nos concluir que para p, inteiro e p 2 2, a 
notação AP indica um produto de p fatores iguais a A: 


Para as definições acima, resolva os problemas: 
1a 2 49 4 
a) Se A = , Calcule Aº,A CA. 
1 2 
o a à 3 
b) Dê todas as matrizes A = à H que satisfazem A + A = O. 


Solução 


' 1-1 1a 
= «A = . 
nda ia 12 14 
1e1+CDed 1-CD+CD-2] 10 -3 
E 1:1+201 1:(-1)+2+2 3 +83 
0-3 1a 
Re e4= | | | 
2.8 | 2 


0-1+(3+1 0-CD+(C3+2 | 
3:1+3.1 3-(1)+30-2 


A! =A.A = ar am . : =» = 
6 3 1 2 


EIA CDCD+HCO-2] |-9 já 
“gs TA é AE do: 9 0 


! 
e 

] 
a w 

f 
o a 
ls 


b) Calculemos inicialmente A?: 


ã 0 a, 0 a 0-0+acb O-ata-0 | ab O 
Aedcd o o op Ta b-0+0-b bea+0-0 0. ab 
na ab 0] [0 a] [abr0+0-% abea+o-0]) [O a 
MA A ab) To 6)! | QUO menrad-0) Jus? O 


2.29) 


Então: 


3 0 ab 0 af 0 a?b+a 
AC+rA = ç + / mi 
ab? OQ b O ab? +b 0 


E. sendo A? + A = O, tem-se: 


caro D 
ad +b=0 DD 


A equação (T) pode ser escrita: a(ab + 1) = 0e daí obtemos: 
a=0 ou ab=-l 


Paraa = 0, em (ID, tem-se b = 0, centão a solução: 


+ 0 0 
= =0 
oo 


Agora, observe. que a equação ab = -1 não é satisfeita para a = 0; então, 


supondo a 0, tem-se b = a - Substituindo em (1) : 


1 t.. 
Area A 


equação que fica satisfeita para todo a, a £ 0. 
Então, a solução: 


A = 1 aeR* 
a 


Uma matriz A, quadrada, diz-se involutiva quando A? = 1. Uma matriz diagonal, de 
ordem 2, é involutiva; determine-a. 


Solução 
a 


Se A é diagonal (veja a página 9) então A = | 
0 


(0) 
| ;e, se A é involutiva 


tem-se: 


Recado do[5 6] [5:3] 


Então,a? = 1 eb? = 1,e daí as soluções: 


) Sejam as matrizes A = [ajl xn * B = [bjklnx p: Demonstre que: 


beato 


ns 
O 


[0], xm onde ij = ajj 
Bt = (Bixo xn onde Bjk = bkj 


n 
Seja A *B = [cikJm x p onde ci = ha (aj * bjk) 
j=1 
Então, a matriz (A + B)! é de ordem pXm, e, nela, o elemento cjx ocupa a 
i-ésima coluna e a k-ésima linha. 
Por outro lado, a matriz Bº « A! também é de ordem pXm, e o elemento que 
nela igualmente ocupa a i-ésima coluna e a k-ésima linha é dado por: 


) Br + O) = a Cjk + ap = ) (aj + Dyk) = ck 
Fl j=1 j=1 


Fica então demonstrada a tese. 


H) Use o Método da Indução Matemática para demonstrar que: 


TR 1 n 
= , para nEN* 
01 01 
Teorema 1 


Paran = 1 a propriedade é válida. 


Solução 


Teorema 2 
Hipótese: suponhamos que a propriedade é válida para n = k, isto é: 


doa 


Tese: demonstremos que a propriedade é válida para n = k+ 1, isto é: 


1 q] 1 k+1 
01 6 q 


Multiplicando-se, “à direita”, ambos os membros da igualdade da hipótese pela 


matriz: 
$-..J 
+ obtemos: 
o 4 


PRI EM 


Utilizando a definição dada no exercício 2.28 ao primeiro membro da igualdade 
acima e efetuando a multiplicação do segundo membro, obtemos: 


1 aje+i 1+0 1+k 
01 “ |o+0 041 
que é a tese. 


Note que na passagem acima, onde multiplicamos ambos os membros da igualdade 
E 
pela matriz |; o) » O fizemos “à direita” no primeiro membro e também “à di- 


Teita”, no segundo membro. Poderíamos multiplicar ambos os membros “à esquerda”. 
Mas, não poderíamos multiplicar um dos membros “à esquerda” e o outro “à direita”, 
pois a multiplicação de matrizes não é comutativa, 


2.32) Seja A uma matriz quadrada. 
Uma matriz polinomial, na matriz A, é uma expressão da forma: 


a a 
ParaA =| 1 3 1 |,determine a matriz polinomial: 
7 UE | 
2.A +30A+50I 
Solução 
Rs Ted = 2 10 6 4 
a sis Sd dditris tl=le at! é 
Di 471 8 10 
> ado à Rat 
dd 116 RD 
18 16 20 


3 6 

3.A= 9» 3 

13713 9 

5 0 0: 

Sel= 5 0 

ovos 

Então: 

28 15 16 
2:A2+3. A+ScI=| 19 36 15 
30 19 28 


2.33) Respeitada a conformabilidade para as operações, se as matrizes A e B comutam, 
demonstre que: 


(A+B)P = A2+2-A-B + B? 


Solução 
(A+B? = (A+B)-(A+B) 
A distributividade da multiplicação permite-nos escrever sucessivamente: 
(A+B2 = A-(A+B)+B-(A+B) 
(A+B) = A-CAtA-B+B-A+B-B 
(A+B) = AZ+A-B+B- A+B? 


Como, por hipótese, A e B comutam, tem-se À -B = B- A,e daía tese: 
(A+B)2 = A2+2-:A-B+B? 
Observe que se A e B não comutam: (A+B)? E A2+2-A-B+ B?. 


2.34) As matrizes A e B são quadradas e de mesma ordem n. Demonstre que: 
(AtB+Im]=Bt-A+A 
Solução 
(At. (B+im] = (B+IDt- (AS! = (BlAID.A = (Bla = 
B!.A+IncA = BÍLA+A 
Note que para a matriz identidade tem-se I* = 1. 


2.35) a) Respeitada a conformabilidade para as matrizes A, Be C, demonstre que: 
(AB! = ct.st.a! 
b) A, matriz quadrada de ordem n, é simétrica; P é uma matriz de ordem mXn. De- 
monstre que a matriz B = PÉ. A. P é simétrica. 


4 


2.36) 


Solução 


a) A propriedade associativa permite-nos escrever: A+ B-C = (A-B)-C. 
Então, aplicando o resultado do exercício 2.30 obtemos: 
ABC! =[(A-B-c]f=ci.(asBt=ct.Bt.a)= ct.st.a! 
b) Devemos demonstrar que B* = B; de fato, o item anterior permite-nos escrever: 
Bt=(ptacpt-ploatçpy = Pl.acP=B 


| 
Seja a matriz J = 
| 


a) Calcule 32, 9, 3º e JP, parap>2, pEZ 


b) Toma-se 7] = (M|JM = x-L,ty +]; (x;y) E R?); demonstre que 7] é estável 


para a multiplicação, isto é, que o produto de dois elementos (matrizes) de | tam- 
bém é elemento de 1. 


c) A multiplicação é comutativa em 1? 


AEE io 


P=2.3=(QeDJ=232=2.(0.)=22.] 
P=Py=(2)s=2.3=2.(0.)=22.] 


A é simétrica 


8 
nd 
tm 
» 

" 
Ga 

. 

" 

e Ir. 
O já 
siim 
. 

— 
e Le 


As igualdades acima “sugerem” que JP = 2P-!. 3; vamos provar esse resultado 
usando o Método da Indução Matemática. 


Teorema 1 
O resultado vale para p = 2 (veja acima). 


Teorema 2 


Hipótese: suponhamos que o resultado é válido para p =k, isto é: 
k k- 
JF =2 .J 


Tese: demonstremos que o resultado é válido para p = k + 1, isto é: 
jet é qk.y 
Multiplicando-se, à direita, ambos os membros da hipótese, pela matriz J: 


*es=qi.n.s 
gktt = 9k-1,92 


kt & qk-t «(2:)) 
PE edi! 903 
o = 2k *J, que é a tese. 


2.37) Sejam as matrizes A = [aj] 


b) Consideremos as matrizes My; e My de 1 ; demonstremos que M, + M€. Sejam: 
M = xºl2+y1º], (xi; y)) ER? 
M = x2ºlzty2º5, (My) ER 
Então: É 
MicM2 = (a clotyie De (xaclotyze 3) = (xy elo) (xo 19)+ 


2 

+ Guel) GM D+ Ge Dele) + Ore Dea) SÍ xixz ed + 
+ xiyac be T+yyxoe Te btyiyoe Poxaxoebotxgyoe + yaxae T+ yiyo e 2] = 

= xiX2* lo + (X1y2 + YiXo + 2y1Y2)) 

assa 

= Xe + . À | 

=Reb+9.), GN ER 
Daí, M*M, E 7 


c) Calculando Mz2 + My, obtemos analogamente: 
MM, = Rel +7+] 
isto é, Mz * My = My * Ma, e a multiplicação é comutativa em ). 
Observação: em (T) nós nos utilizamos da seguinte propriedade: 


Sejam as matrizes A = [al x nº B = fojk In x p e os números reais q e f; 
então: 


De fato, 


n 
(- A)-(B.B) = lo - aijlmxn "LÊ * djko xp = 3 (Gai * B + bjx) = 


ja mxp 


n 
=| 5) 28 (aj + bjo) = (a) «(A « B) 


j= mxXp 


Exercícios Propostos 


Lag = [bj], xs tais que aj = i-j+2ebij = 2i+j-i. 
Seja A + B = leij]), xo; determine cy e ci3. 


2.38) Resolva a equação matricial: 


pego MT aa 


2.39) Determine x, x E IR, sabendo-se que: 


Dn) o -x lx 7X 
0 “140 pelioo Cr boa 
E RAD RD 1 x 4x -2x 


3; 2 a b 
2.40) Se as matrizes ] e | | comutam, qual a relação que “liga” a, b, ce d? 
c d 


2.41) Mostre que: 


2 3 4 
-1 1 + 0 ER o 0 
1 0] = -1 -1 + = 0 & 1 - 
e | 0: ':0 à 1 -1 a 


2.42) Demonstre que uma matriz A,quadrada, é involutiva se, e somente se, (1-A) «(1+ A)= O 
(Veja o exercício 2.29.) 


2.43) Use o Método da Indução Matemática para demonstrar que: 
cos0 seng |? ko cos(n0) sen (nô) 
-senO cosô -sen (n0) cos (nQ) 


1 
244) Paraamatriz A=| 2 verifique que: A2-4 . A-S. 13=05. 
2 


o moto 
= "ítoity 


2.45) Sejam as matrizes A = [aj] cn B= Ibijlmxn * € = [cijln x pr Demonstre que: 
(A+B).eC=AcC+B-C 


2.46) A e B são matrizes quadradas de ordem n. Demonstre que: 
tr(A «B) = tr(B+- A) 
2.47) Use o Método da Indução Matemática para demonstrar que, respeitada a conformabi- 
lidade: 
(At Aa r Age... Ano An) = ALCAÇ O, toc ADO At At inEZO ND 


2.48) Utilize a definição dada no exercício 2.28 e demonstre, usando o Método da Indução 
Matemática, que, para a matriz quadrada A: 


(pEN* e qEN*) 


(Use o Método para o inteiro p.) 


2.49) A e B comutam. Demonstre que: 
A? - B?=(A-B)-(A+B) 


2.50) As matrizes A e B são simétricas. Mostre que: 
a) A! é simétrica. 
b) A? é simétrica. 
c) Se A e B comutam, então A « B é simétrica. 


2.51) Se A e B são matrizes quadradas tais que A-B = -B-A dizemos que A e B são 
anticomutativas. 


Mostre que as matrizes: A = Ê 4 e s-l, 1] são anticomutativas 
eque (A+B)? = A? + B?, 
2.52) A, Be C são matrizes quadradas de ordem n. Se a matriz C é anti-simétrica, demonstre 
que: 
(Ate Bt + 3-CÊ=BeA-3-C 


4 

2.53) Sejam as matrizes: A = eB= é 
2 

pe 


jo jm 
aja «to 
jm wa 


Designa-se com | o conjunto das matrizes do tipo a * A+b+B, (a; b) E R?. 
a) Verifique que A =A e Bl=B. 

b) Calcule AcB e B-A. 

c) Mostre queseM, E Te M, E T então MM E 7. 


2.4 — A MATRIZ INVERSA 


Completaremos, agora, o estudo das operações entre matrizes, apresentando a 
inversão de uma matriz quadrada. 


Definições 
No conjunto dos números reaís, para todo a £ O existe o número b, deno- 
minado inverso de a, que satisfaz a condição: 


acb=b.a=1 


É usual indicarmos o inverso de a por a”! ou > ; então: 


aca! =1 ou a. E» 1 
a 


Analogamente, coloca-se o problema seguinte: dada uma matriz quadrada A, 
existe uma outra matriz B, conformável com A para a multiplicação, que satisfaz 
a condição: 

A-B=B.A=I 


onde 1 é a matriz identidade de ordem apropriada? 

Se essa matriz existe, diremos que é uma matriz inversa de A, e será repre- 
sentada com A”. 

Então, a definição 


A matriz quadrada A denomina-se não singular se e somente se A possui uma 
inversa. Se A não possui uma inversa, A denomina-se singular. Diz-se também que, 
se a matriz quadrada A possui uma inversa, A é invertível; se A não possui uma 
inversa, À é não invertível. 


Exemplo 


À 2 1 

Sejam as matrizes: À = | | e B= ; então: 
3 4 1 
2 


> 

(ee) 

m 
a 
wo rm 
Po 
| 
tO/w 
] 

Led e 

) 
E 
O m 
pi 4 
| 

HH 

Lad 


B. A 


n 
1 
Dj 
f 
|m — 
pai 
om 
E) 
Eco 
" 
p= 
[ap] — 
= o 
e cd 
7 
w 


Observe que A-B= B-.A =; então, B é uma inversa de A, ou A é 
invertível, ou A é não singular. 
Teorema 
“Se a matriz A é invertível, então é única a matriz B tal que: 
A.B=B-A= 
isto é, se À possui uma inversa, essa inversa é única,” 


Demonstração 


Admitamos que exista uma matriz H tal que: 


Então: 
H=I. 


A-H=H.A=I 


=(B.A)-H = 


o que demonstra nossa tese. 


Observações 


B-(A-H)= 


Dada uma matriz quadrada A, invertível, de ordem n; a única matriz, A”, 
quadrada de ordem n, tal que: 


é a matriz inversa de A. 
Note que A e A“! comutam e que: 


Exercícios Resolvidos 


2.54) Seja a matriz A = | 


Solução 


Suponhamos que exista A”!, sua ordem é 2X 2. Então: AT! = | 


2ºatlec 
1 gti] 6 


2 
1 


Aro A? 


l 
1 


1 2b+d = 
b+d = 


=At.A= 


. «d 1 
Leb+l-d 0 


PL 


| . Determine / Vade se existir. 


-1 


47 


Devemos verificar a condição: ADA = à E ARE 


a b 3. 10. 10 
E. 
SÃ -2|-I|d Epis uno À O 
pit 1] 2 A 1-2+(-D)-1 21-1+(-1)-1 EK: a Rea ) 2 
A“cAÃA=s . = = =b ) ua PAS g h já O NO» TE 
“| 2 J d CD)-2+2:1 (C1).1+2-1 01 i 
à aí -a+2d+g -b+2e+h -c+2f+i 100 
Eno, detiamen a ira de 64 | | 0+d-2g 0+e-2M 0+f-2R|=|0 1 0 
-1 2 
a+4d-g b+4e-h c+4f-i o 041 
Eiá Daí: 
2.55) Sej iz A = à ine A”), se existir. 
) Seja a matriz A [o | Determine A”, se existir asma 1 = 
Solução d-22=0 >= = + 
a b 
h i grs A ê 
Suponhamos que exista A”; A : | Então aséd=gr 0 o 5 


o ad ab 10 
AA = . = b = -b+2e+h = 0 
00 c d Bop 1 
ad 


a 

d 

B 

vei 
0 

n=-4 

c 

f 


e-2h =1 ê 
Icatlec Lleb+1I ed 1 0 b+4e-h = 0 E - 
O-a+t0.c 0Ocb+0-d 01 
-c+2f+i=0 5 
a+c b+d 1 O 
ó O e o f-0=0p emit=l 
— impossível c+4f-i=1 i = 
Não existe A“! . então a matriz A é singular, ou, ainda, é não invertível. 
Então, 
PD 
12 To 
-1 2 1 1 1 
t i 1 Aa) cs gr 
2.56) SejaamatrizA = | O 1 -2|. Determine A”!, se existir. 6 re 
4 a DO ad AM 
12 2 1% 


' pois também AT.A = 13 (o que deve ser. verificado!). 


; =. h , 
Suponhamos que exista A”; sua ordem é 3x 3. Então: Observe que para invertermos uma matriz A, de ordem n, pelo processo exposto 


a biê acima, devemos resolver n sistemas, cada um deles com n equações e n incógnitas. 
adalatess É exaustivo! 

Há outros métodos para a inversão de matrizes, cada um deles com suas vantagens 

e desvantagens. No capítulo 5 posterior apresentaremos um dos métodos mais conhecidos. 


Exercícios Propostos 


2.57) Para cada matriz abaixo, determine A se existir: 


1,4 secO tg0 Ri al 
a) A = b)JA = c)JA = 
à 3 tg0 secQ 1 
1 ci 
2 
1 ia 1 
2.58) Seja A = . Verifique que AT =A 
4 q 9 
= 2 3 
2.59) Se A” = , determine A. 
e. 
2.60) Para cada matriz abaixo, determine EA se existir: 
010 Ea E 1 -2 03 
a) A = to O bD)DA=|0 23 co) A=|0 -4 
001 Ss! 5 4 o 0 


2.61) Determine a matriz inversa da matriz quadrada de ordem n: 


É. 10410! A 10 
O 1 0 que O 
I=|0 0 1 0 
000 1 


A equação matricial A - X = B. Teorema 


Seja A uma matriz invertível; respeitada a conformabilidade, vale a equi- 
valência: 


Demonstração 


Se A é invertível, existe A”!; então, multiplicando-se por A”!, “à esquerda”, 
ambos os membros da equação A - X = B, obtemos sucessivamente: 


AJ.(A-X)=A!.B 
(AT.LA).X=A!.B 
I.X=A!.B 

O 


Então, AX=B=>X=A!.B (1) 

Inversamente, para X = A”! . B, a equação A - X= B fica satisfeita: 
AX=A-(A!.B)=(A-A!D).B=I.B=B 

Então, X=A!.B = A-X=B (1) 


De (1) e (]) vematese: A-X = B e» X = At.B 
Exercício Resolvido 


2 1 12 
2.62) Sejam as matrizes A = ê NE B = | ã | Resolva a equação matricial: 


AcX=B. 


Solução 


1º tÉ 
A matriz A é invertívele A? = | á | , (veja o exercício 2.54). 


1 t 2 Lº1+C1)+3 1-2+(1)-4 
x=A1.B= . = 
E 3 4 C1)c1+2:3 (1):2+2:4 


Exercícios Propostos 


74 2 1 
2.63) Sejam as matrizes A = i |: Br | | Resolva a equação matri- 


cial: AX = B. 


cosa sena cos 2a = 
2.64) Sejam as matrizes A = q iB;= . Resolva a equação ma- 
-sena cosa sen 2a 


tricial AX = B 
2.65) Seja A uma matriz invertível; suponha respeitada a conformabilidade, e demonstre que: 
XASBe=+X=BeA! 
51 


2.66) A, Be C são matrizes quadradas de ordem n, invertíveis. Resolva as equações matriciais: 
a) AcXeB=C 


d) (A+X) = B 
o (AX)! =B 


Teorema 


Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n, invertíveis; então A - B é 
invertível e: 


Demonstração 

Temos: 
(A-B)-(BI.A!)=A-(B-BI).At=A-Ic At=AcA!=I 
(BI.AM-(A-B)=BI.(A!.A).B= B!.I-B=B!.B=I 


|) 


Das duas igualdades acima concluímos que A - B é invertível e sua inversa é 
Nas 


Teorema 
Seja A uma matriz quadrada de ordem n, invertível; então 


Demonstração 
Temos: 
AcAt=AT.A=I 
Então, tomando as transpostas das matrizes iguais acima: 
(Ac AD = (ATA = It 
(AA = (AZ. A = 
(AM. At= AL(AS=I 
A definição de inversa de uma matriz possibilita escrever, da equação acima, 
que (A)! = (A. 


Teorema 
Seja A uma matriz quadrada de ordem n, invertível e a um número real 
não nulo; então: 


Demonstração 
Temos: 
AA! = Atas 
Daí: (ao A) CEA = (De AMD-(a-A=1 


A definição de inversa de uma matriz possibilita escrever, da equação acima, 


que (a + AJ! = - a, 


Exercícios Resolvidos 


2.67) Definição 
Uma matriz quadrada, não singular, diz-se ortogonal quando A = 
cos0 -senQ 


At. 


a) Verifique que a matriz A = | | é ortogonal. 


senô  cosô 


b) Se as matrizes, não singulares, Ae B, são ortogonais então A + B é matriz ortogonal. 
c) Sea matriz, invertível, A é ortogonal, então a matriz AT é ortogonal. 


Solução 
4 | cosô sen 8 
-sen0 cosô á 


t cosQ sen ô cú t 
A = ,eentãoA” = A eA éumamatrizortogonal. 


º 
q 
> 
l 
= 
Q 
[e] 
E 
eo) 
y 
g 
> 
Esse] 
o 
5 
[o] 
> 
! 


b) Se A e B são ortogonais: | Via =ateBl=pt Devemos verificar que 
AB =(A. Eni isto é, que A + «Bib ontingia: de fato: 


apl =Bi.at=Bl.at=(A-B! 
c) Temos A = At seja eg = M. Devemos verificar que Mo = Mt: de fato: 
a grs t tt t 
MI-(A e A = (AMt=M 
A é ortogonal 


2.68) As matrizes quadradas A, B e C são invertíveis. i ili 
q A, Respeitada a conformabilidade, demons- ) Ae Bsão invertíveis e comutam. Verifique que Ate B também comutam. 


tre que: 
(A-BO! = cl.Bl.A Solução 
Se AeB comutam, pd . é B-A. E a Ee” 
A propriedade associativa permite-nos escrever: A «B «C = (A -B)+C. Essen ne a gaia a ii ari di Sd 
Então, aplicando o Teorema da página 52, obtemos: Vi na - -1 -1,4"1 
(A-BOQI=KA-B-C'=cCI.a-B= o ca a SS RT 


Ae B comutam 


ci.gBl.ab=ct.gi.al 


2.69) Para as matrizes A, Be €, simplifique: 


, 4 dc 7 o = e = 
cria. at-ml.gt.s 1) Se A é não singular e A-B= A C, então B=€. 


Solução 
Solução A : E ET a - 
rd ana Se A é não singular, existe A” . Multiplicando-se por A ambos os membros da 
Sã ; equação A + B = A + C, obtemos sucessivamente: 
CB -A-(AT.Bl.O.(c!.B)-B AT.(A-B) = AT-(A-C) 
CoBI(A AD BIdC-Ch-B-B (AT.A)eB=(AT-A)-C 
CGeaBtspen te leBoB E 
br é I-B=1I-€ 
cBl.(p!.B).B Ec 
C-B.I.B 
C-(B/.B) 
C-1 3) Se A é invertível e A?-3 + A+2+1 = 0, verifique que: 
(o: 
At=SeI- Tea 
2.70) Ae Bsão matrizes tais que A+ B = A e B+A = B. Verifique que: 
o) Bloat= AÍ. Solução 
bd) At.Bt = B! “Isolando” a matriz 1 no primeiro membro da equação matricial acima: 
o A=B=I,se A é não singular. 2.1=-A2+3-A 
p= Dea A DA 
a B'.at=(A-B = A! am á 
Multiplicando-se, agora, ambos os membros da equação por A”, obtemos: 
tese = (5 E RO ) = 
LeAT=(>eA2+>0 A)jeA 
b) At.Bl= (BA)! = B! z z 
c) Multiplicando por AT, esquerda”, ambos os membros da igualdade A «B=A, AT = (en) ata(S Aja! 
tem-se: 
-1 PRE | E | 1 = 3 e 
AT-(A-B)=A «A A od onc(AeA D+ Se (Acad) 
(AT.A).B=1 
I-B=1 ate LADA Sel 
B=1I 
Se B = I, na igualdade B- A = B, obtemos A = I. At=-LeA+ Sel 


2.74) As matrizes | + Ac I- A são invertíveis. Verifique que se B = (1+A) (=)! y 
então Bt = (1-AY1.(1+A). 


Solução 
Bl= [+ -d-] = (a-sfea+ra!=(a-n.a+a! = 


= (qt abloatray=a-aSl.g+ras. 


Solução 
Vamos nos utilizar do Método da Indução Matemática. 
Teorema 1 
Parap = 1 a propriedade é válida. 
Teorema 2 
Hipótese: suponhamos que a propriedade é válida para p = k, isto é: 
cal! = (A!) 
Tese: demonstremos que a propriedade é válida para p= k + 1, isto é: 


(A tIy! as =k+1 


Multiplicando-se, “à direita”, ambos os membros da igualdade da hipótese pela matriz A: 


(AM. AT = (ALA 
(A SAR e (AO 


(aktIy dy as uia 


2.76) Suponha que B = P!.A «PP. Mostre que BM = picam.p, param E Nº. 
Solução 
Vamos nos utilizar do Método da Indução Matemática. 


Teorema 1 
Para m=1 a propriedade é válida: B= Pl.A-P. 
Teorema 2 
Hipótese: suponhamos que a propriedade é válida para m = k, isto é: 
RE = ptar op 
Tese: demonstremos que a propriedade é válida para m = k + 1, isto é: 
pet 2 a Uai p 


Multiplicando-se, “à direita”, ambos os membros da igualdade da hipótese pela 
matriz B: 
Bk.B=(pi.ak.p.B 
keti . mt. ak ci — Jiado 

Bi QD ato URCA e Ao 

Betti = (pilas .qpeplyeAeP 

Bti = picak.p. AP 

Bt = pl.ak.A.P 

Bkti = pl.akti.p 


Exercícios Propostos 


21) sA=| 2 3 4 |,verifiquequea! = «(A2-2-4-4-1 
q 0 e 


2.78) A é uma matriz não singular. Se A é simétrica então A” é simétrica. Demonstre! 

2.79) Para as matrizes A, Be Q, tem-se:B=Q «A * Q”; verifique que: A = Q!.B-Q. 

2.80) A e B são matrizes invertíveis, dadas. Determine a matriz X: 
X=B+(I-B-A)+-X 

2.81) Para as matrizes P e Q verifique que se pl+q!-IentãoP+Q=P-Q. 


2.82) Teorema: Mostre que uma matriz 2X 2: 


Ti 


é invertível se e somente se À = ad-be É 0. 
Se À 0, verifique que: 


Observe que o Teorema acima dá um método simples que permite inverter, de 
forma rápida, qualquer matriz de ordem 2X2, A, não singular. 
Para sc obter a sua inversa A”!, procede-se da seguinte forma: 


i) trocam-se os sinais dos elementos b e e 
ii) trocam-se as posições dos elementos a e d 


iii) multiplica-se a matriz resultante por ã ,onde À = ad - be 
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2.83) Se A, Be A + B são invertíveis, assuma que (AT! + B-1)”” é invertível. Então, verifique 
que: 


& Ha fe 
(A+ BI =A-(A+BI.B 
2.84) A matriz quadrada K é anti-simétrica. Se as matrizes 1+K e 1-K são invertíveis, a 
matriz B, definida por: 
B=(I+K)(1-kK) 


é ortogonal. 


2.85) No conjunto das matrizes de ordem 2X 2, sejam as matrizes do tipo: 
a e 
A = ;scomatd=-l ead-bc =-2 
b d 


Considere o conjunto: 
N=(MIM=a-A+B-1, (a; 6) ER?) 
a) Verifique que A? =-A+2- le deduza que A = 
de 1? 


b) Demonstre que o produto de dois elementos de | é também elemento de 1. 


A, + 5 «1 A”! é elemento 


Exercícios Suplementares 


» ad ARE -2 Sr 4 = 
3 E. 13 - 3 
11) Sejam as matrizes A = e B= 
0 4 *=y 04" = 
-6 z-t 1 -6 -3 1 


Se At = B!, determine x, y, ze t. 


3 -4 
12) Sejaa matriz A = | dá | - Determine a matriz X, sabendo-se que: 
1 


2X - 30441 2.04. 


Apa A EE 0-2 
13) Sejam as matrizes A = e B= Pá ie Determine as matrizes 


a 6 4 
Xe Y, de ordem 2X3, tais que: 
JA = N= A 
X+3.Y=B 


be -b? á 
14) SeA = , então A“ = O, Verifique! 
c2 -be 


: ln à 
1.5) Determine todas as matrizes que comutam com a matriz A = | ii | ê 


1.6) Para cada número real G associa-se a matriz: 


cosa sena 
Ta = x 
sena cosa 
Verifique que Ty - Tg = Ta+B eque Tq = Ta; 


[7) As matrizes quadradas de ordem n, A e B, comutam. Demonstre que: 
a) (A-B) = A?-2.A-B+ B? 
b) (A-B)-(A? + A-B+B?)= AÍ-B? 


1.8) 


1.9) 


L10) 


111) 


112) 


113) 


L14) 


L15) 


L16) 


A é uma matriz quadrada. Verifique que: 


a) amatriz S -5 «(A + A?) é simétrica. 
b) a matriz K 4 “(A- AS é anti-simétrica. 


c) Deduza então que toda matriz quadrada pode ser expressa como a soma de uma 
matriz simétrica com uma matriz anti-simétrica. 


Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n, não nulas, tais que A + B = O; dizemos 
então que A e B são divisores de zero. 


Mostre que as matrizes: 


2 03. -5 o E Pa 
A=[- 4 Sle B= 1 =3 -5 
1 -3 -4 -1 ds 


são divisores de zero. 


Seja A uma matriz quadrada. Se A? = A, então dizemos que A é idempotente. 
Mostre que as matrizes A e B do exercício anterior são idempotentes. 


A matriz quadrada C é idempotente e não nula. Verifique que as matrizes Ce C-I são 
divisores de zero. 


Se a matriz A é involutiva mostre que S = 5 “(I+A)erT 5 “(1 - A) são matri- 
zes idempotentes. Verifique então que S «T = O. 


A, Be C são matrizes de ordem nXn tais que: A = B + Ce = 0ecB.C=Cc.B 
Mostre que para p, p E N*, tem-se: 


AP*i = BP.lB+(p+1)-C] 


Determine os reais x, y, Z para que a matriz 


1 06 O 
a 

a Res; 
E 7,3 


seja ortogonal. 
Existe alguma matriz invertível A, tal que A? = 0? 


A, Be Csão matrizes de ordem n Xn, invertíveis. Determine a matriz X: 
A(BI.M)=CT.A 


A e B são matrizes quadradas de ordem n e A é invertível. Verifique que: 
(A+B)-ATe(A-B) = (A-B)-AÍ.(A+B) 


1.18) 


1.19) 


1.20) 


Sejam Ai, Az, A3,.- 
da Indução Matemática para demonstrar que: 


Aga Ago Ageg AD = AO AS oC AT CAPS AR 


X, e X2 são matrizes de ordem 2X2. Determine-as: 
2 4 =] 2 3 2 
*X + ciRia = 
0 1 3 1 q” “0 
0 1 2 3 -2 1 
“Xi + *X2 
O 1 1 10 11 


Considere o conjunto | de todas as matrizes quadradas de ordem 2 da forma: 


n 


1 a 
da * RE 
“a 


onde à E R*. 
a) Mostre que dois elementos de "1, Ay e Ag, comutam se e somente se & = Ê. 


b) Verifique que Ag * Ag + Ag" Ag =(2 Dn : 


c) Calcule ho 
2 
d) Verifique que (Ag + Ag? =- ca “bh. 
(a - pr 
e) Mostre que para n E IN*: (A, + Ago” = (1 A et 
f) Verifique que (Ag + Ara)? = -Sh : 


-» An-1, An matrizes de ordem nX n, invertíveis. Utilize o Método 
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Capítulo 3 — Cálculo de determinantes 
Capítulo 4 — Propriedades dos determinantes 


Capítulo 5 — Outros temas importantes 


Capítulo 


Cálculo 


de determinantes 


3.1 — DEFINIÇÕES 


Aqui, vamos descrever como se associa a uma matriz quadrada de ordem 
n, À = [ai], um número que se denomina determinante de A. 

Historicamente, os determinantes surgiram no século XVII, com os estudos 
sobre a resolução de um sistema de equações lineares. 

Para uma matriz quadrada A, há um caminho preciso para se calcular o 
seu determinante: 


19) Se A é uma matriz quadrada de ordem 1: 


A = [an] 


o seu determinante é a, 
O determinante de A é notado com det A; então: 


Exemplo: det [4] =4 


2º) Se A é uma matriz quadrada de ordem 2: 


o seu determinante é am ay -ar * ay. 


Ro dn da s di 
Para substituir a notação det usa-se a notação , na 
à  àz à  àzy 


qual se utilizam barras verticais “cercando” os elementos de A. 


Então: 


e 1+(-1).0.3-3+2+(-1)-1.3.1-2:004= 


à À =? a lo 
Observe então que det A é o produto dos elementos da diagonal principal de he as as 
A menos o produto dos elementos da diagonal secundária de A. ada 
a A 
aid xá 1.4-2.3=-2 
EA 4 
É % x+1 -1 | 
5 6 


39) Se A é uma matriz quadrada de ordem 3: 


3 
RO ESTE Da igualdade |- 8 ovinos 2x-12=8 e daí x = 10. 
A = da1 da doa 2 
41 «1 Hi osi j 
aa d32  à33 Então, D = a má =66-(-5)=71 
s credtos: 6 


o seu determinante é: EA 
Andz*Aza tda az Asa taça das * Agr Aa 22º Aa Am do)" Aga Aja * Day é 33 3.2) Seja a matriz A di ab Determine x, x € R, para que: det(A -x+1)=0. 


E A E 


1- 2 
; da -O=0 Dio Foo xi 
O 4-x 


Então: 


Então, det(A - x-I) = 


A igualdade acima pode ser memorizada com auxílio de uma regra bastante | 3.3) Resolva a equação: < - 


prática, denominada Regra de Sarrus; os produtos são obtidos conforme indica o 2 x -2/=0 
esc a | E 


/ ano E “ay 


a Cá 
(an) cat dra 


) o? e e Solução 
da ano àz3 ai a, -ã23 Temos: 
Ea “ag | E E as” Aê a x 1 -1 
o Cia * d23* à31 à * à * à33 ,7 ga 2 x -2l=xexcI+(-1).2:1+001-(-20)-(-1)ex*0-x*(-2)+1-1.1.2=0 
“e du * 222º às às * ào * à 2 q zu il 
E tasca Daí: x2+2x-4=0e, então, V= (1+V5 ;-1-V5 ) 


Exercícios Propostos 


3.4) Calcule os determinantes: 


3.5) 


3.6) 


3.7) 


3.9) 


= fu fã - 
ú | | a! cosa -sen q 
-5 2 sen &Q cosa 
sen 4 -cos & tg a 1 
c) d) 
sen B cosf -1 tga 
Resolva as equações: 
3x -1 3 sen x COosxX 
a) =— b = 
x a 2 1 puto sen x cd edi 
) 3 2 senx p 4senx 1 
c = = 
2sen?x senx , 1 cos x 4 
Determine 0, 0 E RR, para que a equação em x: 
x-cos8 cosB-1 
1 x-cos8 | | 
admita raízes reais. 
Calcule os determinantes: 
Tu vos 1 00 A 
a |2 -10 bD|0 20 J|]2 t -1 
+ Pa ÃO 5 003 à > RR 
1 «24.4 2-3 
d|ji 21 J|-1 -5 3 
2 2 2 1 1 1 
Calcule: 
àn am ass 
a) det Is b) det 03x3 c) det| O ap ag 
0 0 as 
a b 
se 4 =| |. det A = 3, calcule: 
c d 
a) det(2A) b) det(A!) c) detA”!) 


3.10) Verifique que det(A - B) = det A * det B para as matrizes: 


| 42,8 1.0 2 
À Sosa gs ho Bial 3 2209 
Di sin 2 738 


3.11) Resolva as equações: 


E. pk 3 x -4 
a|]4 5 -11/=0 b) 2 -1 31/=0 
2-1 5 x +10 1 1 


3.12) Resolva as inequações: 


3 2 x+2 -1 
a) E E <14 b |1 1 2150 
4 2x 
5 -3 x 


3.2 - MENOR E COFATOR 


D efinição 

Seja A uma matriz quadrada, de ordem n, n > 2, e seja aj; um elemento 
qualquer de A. O determinante da matriz de ordem n - 1, obtida de A suprimindo- 
se sua iésima linha e sua jésima coluna chama-se menor do elemento a;, e 
indica-se-o comM,;. 


Exemplos 
1 a A 
19) Sejaamatriz A =|3 -1 2 
l 2* 43 
a dinieasé k é 
-12 My = =-7 
123 am 
o denç 2 Mas = | À ”0 
1 28 


29) 


Seja A uma matriz quadrada de ordem n, n > 2,€ seja aj; um elemento 
qualquer de A. O número: 


chama-se cofator do elemento aj. 


Exemplos 
Sa 3 
Seja a matriz A =|4 5 6 
O 2 -1 


1 
An= (- 12. Ma ha (- 1P 0 


d-ren 1 
EE 


ACP Mp ent : N =(-1)-(-7)=7 


Ed 


1) 2 
An=(1P. Mo= (2. & | =1.(-3)=-3 


3.3 — DEFINIÇÃO DE DETERMINANTE 


Vimos até aqui a definição de determinante para matrizes quadradas de 
ordem 1,2 e 3. : 

Agora, a partir do conceito de cofator, definiremos determinante para uma 
matriz de ordem n, qualquer. 

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Define-se: 

Para n=1:A=[a;] e det A =Janl=as 


Para n 2 2: 
an dm dia àm 

lã à à  qà23 àn2 e 
âin  àn2 àn3 ànn 


=ame Au tar Ata At. tam Ain= 3; ay" Asj 
j=1 
Então, o determinante de uma matriz quadrada de ordem n, n 2 2, éa soma 
dos produtos dos elementos da primeira linha da matriz pelos respectivos cofatores. 


Exemplos 


19) =an* Antam* An 


an ai | 
à am 


= ane (1). lag) taça e (-1)e lag] = 


= ay * d22- d12d21 


29)| aa am az |=anc Anta Anta Ass 


dz da da 


=ane (1). “o 


az) da 
1+2 
+aro* (-1) e 

dz  à33 


+asa(-1)! 2. + 
ay aa 


à32 
=an*az*Az3-An* Ago º dom Aro * day das tao dart dog tda dart Agar Aya Aga to. 


Note que o resultado acima coincide com aquele da definição dada ante- 
riormente (Regra de Sarrus). 


n 


= Be (It. 


ti 
+22. CIPA 
1 


=2-(-149)+3.(17)+2.(-5)-5.(-18)=1 


Exercícios Propostos 


3.13) Usando a definição dada acima, calcule os determinantes das matrizes: 


a) 


= wm 


= ow ty tw 


=2-Ant(-3)- Ag +2-Ag+5-Au= 


[+63 ente. 


L|+5.CI*. 


=2:AntO- AntO- AstO- Aus 
(DDS 


= 2 . An=2º(c1)!*. 


3.14) Calcule os determinantes: 


b) det Is 


RA 
oo o 
ovooco 
ooo sa 

aocoo 
“os vo 


| 
É 
1 
1 


[) 
uu 


1 
3 
f 
a) Use a definição e calcule det A. 


b) Calcule: ay* An taz*Azstazg*Agtagy* Ag 
c) Calcule: ay* Az tag * Antas Ava tag e Agá 


3.4 — TEOREMA DE LAPLACE 


A demonstração é mais complexa que instrutiva; não a faremos. 


Observações 


13) Para a matriz A = [ajlnxn podemos escrever: 


22) A escolha da linha (ou coluna) para o cálculo de um determinante deve 
ser adequada: a fila escolhida deve ser aquela que possua mais zeros. Para cada 
zero da fila escolhida corresponde um cofator que não precisa ser calculado. 
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Exemplos 


E 3, =Ra42 

10) Consideremos a matriz: A = 03 02 
-1 2 Lo 3 

4 1 «que g 


Utilizando a 22 linha. para a aplicação do Teorema de Laplace: 
det A = az, e Atas e Ago tazg e Aga tara é Aog 
det A=0- Ant3 . Ap+tO . Asntax* Ass 

An mi (Es, 


zero zero 


Note que a escolha feita leva-nos ao cálculo de apenas 2 cofatores; se utili- 
zássemos a 12 linha, deveríamos calcular 4 cofatores. 


2º) Vamos calcular o determinante: 


1 2 -8 + 
-42 1 3 

D = 
3 055310983 
Di Bio ed, mB 


Escolhas apropriadas para o desenvolvimento são a 32 linha ou a 22 coluna. 
Utilizando, então, a 32 linha: 


ED «3 4 
D -4 2 1 3 ade er A E" 
=| mes = 23º asa asa az * Ag= 
ap CU esaes es 
2 0 2 3 zero zero 
amd À 
=(1)".3.]20 10 3|+(C1P.G3-|-4 2 1 
O «28 2 O =2 
Agora, utilizamos a 12 coluna para desenvolver o determinante: 
2-3 4 
3 
= -2 3 
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3 -q3 4 
o À o: + (-1)1*2.2. =1.2:9+(-1).2.(-1)=20 
1) » ft CD Ed (1)-2-(1) 
Analogamente, utilizando a 34 línha, calculamos: 
jresigo 4a 
-4 2 l 


Moi -a 


2 
(=1)! Ze á +(1P8.(-2) | à pras nco10=-4 


-3 
l 


Então D=1-3-20+(-1)-(-3).(-4)=48 


Uma aplicação do Teorema de Laplace — Matriz triangular 
Seja a matriz quadrada de ordem n: A =[ajjlnxn 


Se aj = O quando i > j, A denomina-se matriz triangular superior. 
Então: 


Observe que os elementos de A que estão “abaixo” da diagonal principal 
são iguais a zero. 

Analogamente, se a;j = O quando i < j, A denomina-se matriz triangular 
inferior: 


Se A é uma matriz triangular, o seu determinante é o produto dos elementos 
da diagonal principal; isto se verifica desenvolvendo o determinante de A através da 
Ià linha, se ela for triangular superior, e, através da 12 coluna, se ela for triangular 
inferior: 
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an O O 0 
0 do2 0 0 
0220 aaa 0 
O O 0 ain 


é triangular (veja item 1.6). 
Em particular, a matriz identidade de ordem n, In, que é uma matriz diagonal, 
é também triangular. Tem-se: 


1:.50:5:0 0 
O 4.0 0 
det In=det|0 O 1 QisleJelaol=l 
a 
vs qearo atusko 00 q n fatores 
oO 00 1 
Então, para a matriz identidade de ordem n: 
| 
Exercícios Propostos 
3.16) Calcule os determinantes: 
3 = DB “0 a RR] 
20 00 É-tbs à ô 
b 
la slots d ie 
1 7 -29 2 o. 6 
E RO E O) 0 2 s 1 
> dd 2 UU -Y 0 1 
c) d) 
O PR 2 02 1 
4 0 1 3 3 2 | 0 


3.17) Calcule os determinantes: 


ga 13 O a a O 0 
à 7 ú 0 a a 

à 16 o «dl - O O a as 

O dit DO DA 6 di 


3.18) Calcule os determinantes: 


2 r0 = 07.0, 40:20 
1 23 4 2 

9: 1:10) 04 0: O 
0.20 0 0 

762000 
Lo 4 O 2 4 b) 

4cn9Ma'6) 2 0,0 
O -5 5 1 4 

3 A Bié A O 
o LO 2 

“7 4 3 0 4 


3.21) Seja A uma matriz triangular superior; AÍ é uma matriz triangular? 


3.22) A e B, de mesma ordem, são matrizes triangulares superiores. Verifique que A « B é 
matriz triangular superior. 


3.23) Calcule o determinante da matriz de ordem n: 


01 00 0 
0010 0 
00,40 0 
o 00 1 
à 0 O O 0 


3.24) Seja a matriz quadrada de ordem n: 


-t 0 0 0 0 
a -t 0 0 0 0 
0 as -t 0 0 0 
À = (o) 0 a ct 0 0 
0 0 0 0 -t 0 
0 0 0 0 an -t 


Verifique que det A = DP." -ajaças ... an). 


Capítulo 


Propriedades 


dos determinantes 


4.1 — DETERMINANTE DA MATRIZ TRANSPOSTA 


D Propriedade P1 
Seja a matriz quadrada A, de ordem n; então: 


Demonstração 


Vamos nos utilizar do Método da Indução Matemática sobre n: 


Teorema 1 
Para n = 1 a propriedade é imediata. 


Teorema 2 


Hipótese: suponhamos que para matrizes de ordem n = p- 1 a propriedade é 
válida. 


Tese: demonstremos que a propriedade é válida para n = p. 
Sejam então as matrizes: 


an dm 3 ip ba by bis bip 
an dam az ap ba bao ba bap 
A=| as a32 33 à3p e At =| ba baa bas bap 
dpi dpa dps app boi boa ps bpp 


. fparatodoi,1I<i<p 
a para todo j, 1] <j<p 
Desenvolvendo det A e det A! através da 12 linha: 

detA=ay- Anta Atas Ag to + dp s Aip 

det A! =by + By tbrae Bia tie Bit... +byp * Brp (1) 


Da definição de matriz transposta: 
bu=an,bo=a2,bi3=a3,..., bip = Apa, 

e, pela hipótese do Teorema 2, 

By = An, Bj, — Am, By = As, maio Bip = Apr (observe que são determi- 
nantes de matrizes de ordem p- 1). 

Agora, substituindo em (1): 

det At = ane Ay + a * Ay + dy + As sa àps . Apr = det A 

(desenvolvimento através da 12 coluna). 


Observações 

13) A importância da propriedade acima reside no fato de que as proprie- 
dades dos determinantes que são válidas para as linhas de uma matriz, também o 
são para as suas colunas. Então, se uma propriedade é demonstrada para as linhas, 
poderemos poupar a demonstração para as colunas, e reciprocamente. 

24) Atenção: Por comodidade de linguagem diremos, às vezes, “a linha, 
a coluna, ... do determinante D”. Quando isto se der, fica estabelecido que se fixou 
uma matriz quadrada cujo determinante é D; e a linha, a coluna, ... a que nos 
referimos, são da matriz fixada. 


Exemplos 
b 
19) de| |- det |: a 
Sai b d 
29) 130 poapias 
det|4 1 Ol=detl3 1 3)=-11 
3 31 0 01 


4.2 — TROCA DE FILAS 
D Propriedade P2 


Demonstração 


Vamos nos utilizar do Método da Indução Matemática sobre n, fazendo a 
“troca” de duas linhas: 


Teorema 1 
Demonstremos a propriedade para n = 2. 


' an à 
Seja A = ; então det À = aw* a22-a12* az, 
à  àm 


“Trocando-se” as posições das linhas: 


àn dz s 
B= ,5€ daí det B= d21* djg- dz * dg = - (ag “d92-d12 “az) =-det À 
àn à 


Teorema 2 


Hipótese: suponhamos que para matrizes de ordem n =p - 1 a propriedade é 
válida, isto é, numa matriz A, de ordem p- 1, trocam-se as posições de duas linhas 
obtendo-se a matriz B e, então, det B = - det A. 


Tese: demonstremos que a propriedade é válida para n = p, isto é, numa 
matriz A, de ordem p, trocam-se as posições de duas linhas obtendo-se a matriz B, 
e então, det B = - det A. 

Sejam as matrizes A = [ai] 
nesta as posições de duas linhas. 

Em A e em B seja i a ordem de uma linha diferente das duas que foram 
trocadas; então: 


«€ >” 
nxn € B, que se obtém de A “trocando-se 


a n 
detA=) aj Aj e detB=S ay- Bi 
j=1 j=1 


Cada cofator Bi;, associado a uma matriz de ordem p - 1, é obtido do 
cofator Ajj, “trocando-se” neste as posições de duas linhas; por hipótese do 
Teorema 2: 

Bj = - Aj | 


Então, 


n n 
det B = z aj (-Aj)=- >, aj * Ajj = - det A 
j=1 ji=1 


A demonstração é análoga se em A fizéssemos a troca de duas colunas. 
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Exem 


plos 

9a db b 

Ro 

q q 
co 


4.3 — FILAS IGUAIS 
Elementos correspondentes 


Seja a matriz A, de ordem m x n. Dadas duas de suas linhas, um elemento de 


uma delas e um elemento da outra dizem-se correspondentes se pertencem à mesma 
coluna. 


Por exemplo, na matriz: 
Po ho AR a 
os elementos 0, 4, -1 e a da 22 linha são os respectivos correspondentes dos ele- 
mentos 5, 7,9 e O da 32 linha. 
Diremos que numa matriz A linhas, de ordens diferentes, são iguais se os 


elementos correspondentes nessas linhas são iguais. 
Por exemplo, na matriz: 


as 12 e 32 linhas são iguais. 


Analogamente definimos elementos correspondentes em colunas e colunas 
iguais para uma matriz; por exemplo, na matriz: 


E: 


os elementos 1, 5 e 3 da 12 coluna são os respectivos correspondentes dos elementos 
3,4 e 7 da 22 coluna; observe que as 12 e 34 colunas são iguais. 


D Propriedade P3 


Em A = [aj], x n» Suponhamos que a iésima e k-ésima linhas sejam iguais, 
isto é: 
aij = akj, para todo j, 1] <j<n 


“Trocando-se”, então, as posições dessas duas linhas, obtém-se a matriz B, 
tal que: 
det B = - det A (1) 


Mas, como as duas linhas “trocadas” são iguais, tem-se: 
det B = det A (11) 

De (1) e (11) conclui-se que: 
det A = - det À 


e daí det A = 0. 
A demonstração é análoga se em A tivermos duas colunas iguais. 


4.4 — FILA NULA 
Definição 


Seja a matriz A de ordem m x n. 

Uma fila de A (linha ou coluna) diz-se nula quando os elementos que a 
constituem são todos iguais a zero. 

Por exemplo, na matriz: 


|4c3 oa 
A =[0" O "DD 
* ye ge A 
a 22 linha é nula. 
= Propriedade P4 


Demonstração 


Desenvolvendo o determinante de A através da fila nula, tem-se a tese. 


Exemplos 


tos. 12 

o 0 2 x O 100 
= = 0 

3 4 3.7 4 101 

4 y O 200 


4.5 — MULTIPLICAÇÃO DE UMA FILA POR UMA 
CONSTANTE 


Definição 


Seja a matriz A de ordem m x n. 
“Multiplicar uma fila (linha ou coluna) por um número k” é multiplicar 
todos os elementos que a constituem por k. 


Por exemplo, na matriz: 


ã * y 
ú EE A À 
4 cespregá 
O =7 <-2 


se multiplicarmos a 32 linha por 5, obtemos a matriz: 


D Propriedade PS 


Demonstração 
Sejam, então, as matrizes: 
an dz à din am à12 SE ãin 
à  àm  à23 dan az ã22 ãa3 dan 


Observe que a matriz B foi obtida da matriz A Wuiltiplicando-se nesta 


a iésima linha (1 < i < n) pelo número k. 
Note também que os cofatores dos elementos da i-ésima linha de B são 
iguais aos cofatores dos elementos correspondentes da iésima linha de A. 
Então, desenvolvendo o determinante de B através de sua irésima linha: 


detB=k- ane Aytkeape Apt Kage Apto + Kain é As 
= Kaye Antap* Aptase Ajs +... taine Ain] = ke det A 


análoga. 
Exemplos 


1 4 
am 
4 9 ) 


2em evidência” 


" 
Los] 
. 


2º) 


mn O 


ke 


q as 
ro q 


a bc 


Para a multiplicação de uma coluna de A por um número, a demonstração é 


1 4 

3, -9|= 

4 7 

1 4 1 


- 2.3 | MA 


A=|ld e fle B=k-A,comke R. 


Ss H il 
Então, 
ka 
det B = det (k - A) = det | kd 
kg 
=kekeke 


kc ka kb kc 
kfl=|kd ke kf 
ki kg kh ki 
Drs€ 
e fl=kdetA 
fd 


4.6 — FILAS PROPORCIONAIS 


Definição 

Seja a matriz A de ordem m x n. 

Diremos que duas linhas (ou duas colunas) de A são proporcionais quando os 
elementos de uma delas são ordenadamente iguais aos produtos dos elementos 
correspondentes da outra por mesmo número k. 

Por exemplo, na matriz: 


ne a y < ú 


a 12 linha e a 32 linha são proporcionais. Note que os elementos da 32 linha são 
ordenadamente iguais aos elementos correspondentes da 12 linha multiplicados por 


Seja a matriz A = [aj] 
linhas são proporcionais. 


nxn * Suponhamos que, nela, as iésima e r-ésima 


aj = kar; para todo j, | <j<n 
Então: 
am dm  d3 -.. Ayn am d;2 da «-- din 


àao1 àz2 do ... aan dar a2z2 az3 ««- d2n 


o. op o o colonnm o qio d dRio o q» o 


linhai >| am | kar kara kara kam 
linha r > dr dr dra âm 
ànr an àna ànn | 
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A demonstração quando em A duas colunas são proporcionais é análoga. 


Exemplo 


a 
t Ê ' b|=0, pois as 12 e 22 colunas são proporcionais. 
c 


Exercícios Resolvidos 


4.1) a1 as as 
Considere a matriz A =[b; ba ba], com detA = -4 


Determine: 
as à à as az az 
a) det A! b) Di=|ba ba bi O Da=|br dy bs 
c3 Cc cc 2 20 2c3 
Solução 


a) A go a dá-nos: det A! = det A = -4. 


aj à as 
b) Di = by bb; ba -detA =-(-4) =4. 
c Cai . €3 


À trocam-se + 
as Ed 


ay Nes a; à a3 


co) D2=| bi - bz by bz ba]=2.detA=2-(-4)=-8, 
Ci c2 ca 


4.2) a) Seja a matriz quadrada A, de ordem n; k é um número real. 


Então: 
1 2 4 
b) Sejaamatriz A =|-1 -2 3 
7 0 1 
Calcule: det (5 - A) e 5 - det A. 
Solução 


a) Seja a matriz: 
an à à3 -.. ag 
ax an az ... am 


ovuioio vias misto o amoo 


Então 
kan kar ka kain 
kaz kan Kas kaan 
k-A=|kas kaz  kas ka3n 
kany Kkanz kana kann 


Aplicando a propriedade “mn vezes”, nas n linhas da matriz k « A: 


àm à à -.. àm 
az an ào3 --. BQn 
det(keA)=kekek...keke an an az ... agn|=ki-detA 
| dp, 


aa  [evho ia Tea 


b) Temos 
1 2+ 4 
detA=|-1 -2 3)=98 
7 0+ 1 
Então: 


det(5S - A)=5?. det A =125 « 98 = 12250 
SedetA=5-98-490 


4.3) Prove que: 


2] a3 a az lag 0! «az 2" «aan 
a :-;b e a a 
2 vw éleli is =| É.ay «ay las q *asn 
a a Pra) sad O nba epistêgo spiiaa duilpana cas sedã 
oa cd as Lsâia 
Solução 
FR Em B, multiplicando-se a 22 coluna por Q, a 32 coluna por É, ..., a nésima 


coluna por a"! tem-se: 


Na matriz [a? db? c? , multiplicando-se a 12 coluna por a, a 22 coluna por b e a 
bc ca ab au as ass “ 2m 
«az aan Q- ass ««- Qº aan 
32 coluna por c, o seu determinante fica multiplicado por abc; então det B = 1 dd. au Pam É ag É. dá 
E q DO ai A co o so ita DO E a 
2 2 2 216 42/::62 
a bc a bc AR IDE E art, arc, ar, art, 
o sm sol Sala. ss “3 3) ade de s3 ass a ea a es Par 
a bd cl==-=| 8 b c genre é O rd = 
Abe | nero abc 
bc ca ab abe abc abc 1 1 1 au am as aim 
É an àm az azn 
e a q 12 q? E a a = ge or a as ap a a3 det À 
ac do.. cqnt pedágio, Us 
es pau MERO RE 
f & ) 1 al ú ie ans àn2 àn3 ann 
trócam-se trocam-se 
as posições as posições 4.5) A matriz quadrada A, de ordem n, é antisimétrica. Se n é ímpar, calcule det A. 
Solução 
44) Seja a matriz A = lajlnxni a matriz B é obtida de A, multiplicando-se, nesta, cada Se A é uma matriz anti-simétrica: 
B t 
elemento ajj por di, a €& R*. Demonstre que det B = det A. a mA 
É Então, det AÍ = det (- À). 
Usando a propriedade e o exercício 4.2a, podemos escrever: 
au dp a ... ain det A = (-1)". det A 
àn an à ... am Se n é ímpar: 
Se A=jasy ax as a3n | então QUA stuck 
DREda dia E GEO NORdE E E arado 2-detA=0 
ani an2 An3 --. am det A = 0 
dan las clas ... tan Exercícios Propostos 
- - 3 2-n 
é us ;! 2 E Vas E e n e e ra peço 
B-[0ay am aÊlas a Seld e fl=2,calkcule:|d e £ 
neta qo e E MRE 7) de O en aU re Eh i E ir 


90 91 


4.7) Determine o valor de m sabendo-se que: 


a?d 3abc  3ac 12 8 
-2abd bic 6bel=me-ab?cd|-2 2 1 
-acd 4d? -9 Es 


4.8) Mostre que: 


a aq as 1 1 1 
b; ba ba “arazas aza3b; ajazba aja2ba 
CG cc a2ã3C1 ajazca ajazca 
4.9) Prove que 
1a by) |i ad 
16 val=[1 6 p? 
EE AD aa 
4.10) Verifique: 
O a b é DP 2. À É 
a 0 BIA O e dé 
bd é a Ee or é 
co. 0 1 db” a 0 


4.11) Se A é uma matriz quadrada de ordem n, n Z 2, determine det A sabendo-se que 
2-detA=det(2-4A). 


4.12) Calcule, sem desenvolver, o determinante da matriz: 
xi y? xty x 
Xx-y 1 1 


Xx-y 1 y 


4.13) Resolva a equação: 
0 1 x 


4.7 — ADIÇÃO DE DETERMINANTES 


D Propriedade P7 
Sejam as matrizes quadradas de ordem n: 


ay dj  dy3 din 
day àx à à2n 
B = 
Doda bo co. by folimai 
àn, dm nz ânn 
dm dm dia din 
à à dz &n 
C= 
Ch Ga Gis o Cm | tina 
àn1  àn2 Ana ânn 
ay dij2 d13 à;n 
az ax ào3 azn 
POA ERES AI 
Bat Data Bt cor Dto fo ta 
àn1 ân2 àn3 ânn 


Observe que as matrizes B e C são idênticas exceto na i-ésima linha; a matriz 
A é idêntica a B e C exceto na sua i-ésima linha, que é obtida somando-se as i-ésimas 
linhas de B e C, isto é, somando-se os elementos correspondentes nas i-ésimas linhas 


de Be de €. Então: 
Demonstração 


Os cofatores dos elementos aj; da i-ésima linha da matriz A são os mesmos 
cofatores dos correspondentes elementos, bi; e cij, das i-ésimas linhas das matrizes 
BeC; isto é: 


Aj=Bj=C, (1<j<n) 


Desenvolvendo o determinante da matriz A através de sua i-ésima linha: 
det À = (bj tc; )* Ajy + (bia t cio) Ain t (bia t cia): Aja t .. t (bintcin)* Ain = 

= (bj + Ajtbi+ Aptbia* Ajst...+bin * Ain) Hc; * Apt Aprecie Aj t+ 

+ Cin* Ain) = (bj + By + bj: Bo tis * Bjo +... tbin * Bin) +(cj * Ci teh «Cpt 

+cj Cit... tcin*Cin) = det B+ det C 


Solução 

a' 1 :'8+2 (9) à 1-2 a: 42 
b 2 3%+4|=|]b 2 3%]+|]b 2 4 
c 3 3+6 3 Xe 2 8 


“proporcionais” “proporcionais” 


=0+0=0 


c 


A i i ê 
propriedade também é válida Ex asia 4.15) Calcule, sem desenvolver os determinantes, a soma: 


an a12 a13 - din a bs .x Za % X 
doi à à aa a2n S=|-1 3 5|+|j1l -3 -5 
a31 as2 aa3 asn |= 2d 2 2H d e f 
cover. RR ...... Soluçã 
âni àn2 àn3 ânn a c 2 2% Ze 
S=[-1 3 Sl+lil «3 «SIE 
àn dy à 2d 2f é: e- t 
à àx  à2 
a b €& a b c 
=| aa da2 a 
: - =2º|-1 3 5|+20)1 -3 -5)= 
acarnnsãs ta db srs 4 gia E mê 
âny àn2 Ana b 
t , asa 
Exemplos d é + 
19) jatx y z a y z  ) É a be 
atx, t mi=laa t mltix, t m =2e 10:60 0li=. 20040 
agtx n o a n o x no ã m.f 
2º) x y Zz : ML RO cada à dad dasedas? = 


4.16) Calcule, sem desenvolver os determinantes, a soma: 
4 3 4 43 4 S =12,.13 

S=|7 -1 3]+|5 1 -3]+]3 o 8 

2 8 6 Z B 6 4 o 6 


atx at x, astx|= a, a as|t|xX X2 X3 


e UA n Em ql It cm a 


Exercícios Resolvidos 


Solução 
419 Ja 1 d+? assa | [a |5 12 she; 
Calcule:|/b 2 3b+4 Salt É 33 SD sgeis 0 8l= 
2.6 10. 


e 3 3€%6 


(7) 4 3 4 5 -12 3 
=/7+5 -1+1 3-3]+1]3 0 

2 8 6 

4 3 4 S,=12,3 
=|12 o|+]5 o 8 


2 8. GIL J4 .0,,6 


4 5 
2 3 


4 
7 PA a 1 


=/12-12 0 0|=|0 0 0 
ae 6 é 5 8 6 


Exercícios Propostos 


x 
| ad 
» 
+ 
vw 


4.17) Verifique que) y 3 2y+9|=0 


sn 
R 
de 
pá 
a 


4.18) Verifique que|b 2 el+|2 4 


= 0 


-13 f d 
a b c a b+2C 3 
4.19) Sejd e f|=-2, calcule: | d e+28 3% 
g h g h+2 3 
E. 4b 2. PD. ic a 
4.20) Sel3 5 7|=10, calcule:/2 4 6]+]b 
& 8. % Em. TA c 
4.21) Resolva a equação: 
! 2 3 0 1 2 3 
0 E] 2 1 q- =2| 12 
x? x+x x+2x 1 x x x! 
0 2 0 1 0 3: 10 


o ae 

em ms 
" 
o 


RR e e o) 


a-b 1 a AREA SS 
4.22) a) Verifique que: |b-c 1 b|l=|b 1 c 
c-a YU c e. lg a 
1 a a?” a+bed 
b) Verifique que: - A va =0 
doe kb cº+dab 
1 d d drabe 


4.23) Seja o conjunto de matrizes do tipo: 
aj d 
Aj = b; e 
cj Er 
Demonstre que: 


Pp 
aa(D 4)-P-D ama) 
j=1 j=1 


,1<j<p 


e e a 


4.24) Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n. Verifique com um exemplo que 


det (A +B) & det A + det B. 
4.25) Sejam as matrizes: 


À a an vs PS ba by 
az am ba dba 


Se det (A +B) = det A + det B, demonstre que: 


by el=o 
ba an 


au by 


an ba 


dá 


4.8 — TEOREMA DE CAUCHY 


Demonstração 
Seja, então, a matriz: 


n linha 
E Praceta 
*-linha q 


Observe que os cofatores dos elementos da q-ésima linha de B são ordenada- 
mente iguais aos cofatores dos correspondentes elementos da q-ésima linha de A: 


Bar = Agr» Baz = Aga» Bqs=Ags» -- -» Ban = Aqn 
Desenvolvendo o determinante da matriz B através dos elementos da q-ésima 
linha: 

det B= bqi* Bq1t baa* Bqot bga* Bqs+. asia bgn hd Bqn 
det B= dpi * Agitapa* Aqrt apa" Aq + RO àpn hd Aqn 

Note que detB = O, pois duas de suas linhas são iguais (P3). Então: 
api . Agitapa* Aqot dpa * Aga t aca àpn . Aqgn =0 

A demonstração é análoga se considerássemos as colunas de A. 


Exemplo 


Seja a matriz: A = 


Vamos somar os produtos dos elementos da 12 coluna pelos cofatores dos 
correspondentes elementos da 22 coluna: 


s=ancAntazxcAzn tas As 


= «19; 


Age PA é ) - -1; Am = (-1)*? 


s=1-(-1) +2+(-19) +3-(13) = 0 


Observação 
Seja a matriz quadrada A = [ai], de ordem n. Tem-se, então: 


Observe, então, que se em A escolhermos uma linha (ou coluna) e somarmos 
os produtos de seus elementos pelos respectivos cofatores (p = q) obteremos 
det A — é o Teorema de Laplace; se somarmos os produtos de seus elementos, 
ordenadamente, pelos cofatores dos correspondentes elementos de outra linha 
(ou outra coluna) obteremos zero — é o Teorema de Cauchy. 


Exemplo * 


3. 5 

-1 2 

Considere a matriz A = 2 : 
1 | 


Os cofatores dos elementos da 32 coluna são: 
Ai3 = -5, Ass = 13, Ass = -1, Ass 10 


Somando-se os produtos dos elementos da 32 coluna pelos respectivos. 
cofatores: 


) aig* Aj=a3º Arstazae Aostasae Agstagae Aga = 
i=l 
=2º(-)+1-(1)+2-(-D)+(-3) -(0)=1=det A 
Somando-se os produtos dos elementos da 13 coluna pelos cofatores dos 
correspondentes elementos da 32 coluna: 


4 
EA ar* Aj=ane Ata Avstag e Asstage Aga= 
i=l 


=2-(-)+1-(13)+3.(-D+1-(0)=0 


4.9 — ADIÇÃO DE FILAS 
Definição 


“Adicionar (ou somar) uma linha a outra (ou uma coluna a outra)” em 
uma matriz A, significa adicionar os elementos de uma delas ordenadamente aos 
elementos correspondentes da outra. 

Por exemplo, na matriz: 


- o tw 
o 


5 
2 
2 


adicionando-se a 22 coluna à 42 coluna, obtemos a matriz: 


2 3 4 5+3 
B=|0 4 7 2+4 
SET st. 291 


Combinação linear de filas 
Seja A uma matriz quadrada de ordem n: 
A = [ajlsxn 
Nela, consideremos k quaisquer de suas linhas (ou colunas), e designemos com 
Ly, Lo, 23, ..., fk as ordens dessas linhas: 
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aq; aq aa --* An + linha ?, 


ERRO A OR RR EI) 


ag Ag aqa +» ag,n < linha & 


aq AM AQ3 se» ag,n |  +linha Rs 


Sic ee mo o aro ars à é S.0.M.6 ps 


ag aça AR «= An <- linha 


dig euvio tis emia sd o a 08 0/06 


O conjunto de números (x,, X2, X3, -., Xn) é uma combinação linear das k 


linhas consideradas quando: 
X1=Cy* aqutca aqu to aqa+ so POR * aq 
X2=Cy* aqatca* aqatcaº aq,2+ nos OR É aa 
X3=C;*ap atc2e apa tea» aq,3+ cas iCÃ “apa 


AT e EMANA EA: 


Xn=C/*ãQ,n *ca*ag,n tCa*aQn Foto *aQ;n 


Exemplo 
e Mad: le 
Seja a matriz A=|-1 4 51], de ordem 3x3. 
o. E ida 


Nela, consideremos as 12 e 32 linhas; o conjunto de números: 


Xx1=2:5+3.4=23 
Xa = 244 +3e.7=23 
43=2:3+3.2812 
t t 
“multiplicador” “multiplicador” 
da 12 linha da 32 linha 


é uma combinação linear das 12 e 34 linhas. 
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De forma análoga podemos tratar combinação linear para k colunas de uma 
matriz; assim, na matriz: 


consideremos as 22 e 32 colunas; o conjunto de números: 


yr=5e1+1.3=8 

y2=5e4+1.5=25 

Y3=5e7+1:2=37 
t t 


multi ” “multiplicador” 
da 22 coluna da 32 coluna 


é uma combinação linear das 22 e 32 colunas. 


Definição 
Seja A uma matriz quadrada de ordem n: 
A = [aj] 
Consideremos uma combinação linear de k linhas de A: 
SUR SE 


Se substituirmos a iésima linha de A (distinta das k consideradas na combi- 
- nação linear): 


nXn 


ai, dp, ais, ..., Ain 
ordenadamente, pelas somas 
ajptX,jztX2, djs +X3,..., Ain +Xn 
diremos que “se adicionou à i-ésima linha uma combinação linear das outras linhas”. 


De forma análoga definiremos “adição à jésima coluna de A de uma combi- 
nação linear das outras colunas”. 


Exemplos 
& «QRil 
19) Sejaamatriz A=|2 3 0 
S - TudÃ 
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O conjunto de números: 
x=-1.2+2. 5=8 
x2=-1.3+2.7=11 
x3=-1. 0+2. 2=4 


é uma combinação linear das 22 e 32 linhas. Vamos “somar essa combinação linear 
à 12 linha”; obtemos a matriz: 


cd : 

4+8 2+11 l+4 
B=| > 3 

5 7 2 


[toca 
29) Sejaamatriz A=|4 5 6 
Wo + 


O conjunto de números: 
y1=2:1+3.3=11 
y2x=2:4+3.6=26 
yY3=2:0+3.7=21 
é uma combinação linear das 12 e 32 colunas. Vamos “somar essa combinação 
linear à 24 coluna”; obtemos a matriz: 


1 3 
B=|4 6 
0 7 
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oceano na oa no sa vo | 


Vamos somar à k-ésima coluna de A uma combinação linear das demais 


n - 1 colunas; obtemos: 


am dijz .. dy,k- 
àn àm ... d2k-1 
B =/a3 ax... ask 


deco co con] cnc no Dc send DecancCoNd van dnd Deco vass 


Ank*Ci* Ang Cat ant. +Ck 1 *An ks +Cke *An,ke1 te Cn" Ann)An ke «+ Ann 


àny àn2 = Ank- 


dk ai,k+ «« Bin 


dak+ --«- damn 


ecos a. 


he da3k+ --. à3n 
t 


Ark te tante at... +Ck pray ks Cho tas os tt Cn tg [Aa ,kos +» Aa 
azk te *aztCarazat...+Ckp tda ks tCkes tA2 ke t «of Ce dan | Ra,kes = A2n 


ask te rag te rag+.. +Ccks “as k.1tCks “as ke tt Cntdan à3,k+1 = à3n 


A propriedade 2) permite-nos escrever: 


ay à ... dt k-1 dk  dik+s «-. din 
àn àn ... dk. dk azkm ... aan 
detB =/an am ... az ks ask askm -.. a3n |+ 
âm  àn2 «c. ânk1 Ink Ankm -.. ànn 
“ww >>> 
det A 
an dy - dk Cr'ân  arkm +» din 
àn an - dak-s Cita azks +... dan 
+lam as :.. agka Cray askm -.. aan |t 
âm am ânk-1 Ci'âns Ank+ ânn 
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zero 


69) 


À LAR PENAL 
ày à ... Ark Corão Arkm --. à 
à dam ... a2k.s Coram azkm -.. àm 
+laz ag ... A3k1 Corãz Ask c.. aan) fm + 


eco o o o un on o o o o no o 0 0 


zero 


an à ... dk cn*hin dikem +» din 


az âmn ... à2k-1 Cn*azn azkm «e d2n 
*otlagn dg ... Ask Cnºasn Agkm «-- 23n 


am 2n2 +. ânk-1 Cn'ânn Ankm +-- ànn 
“ol >>> >> 


Então: det B = det A. 
A demonstração é análoga se considerarmos as linhas de A. 


Exemplo 


Seja a matriz A = ;detA=-55 


oo m 
- tw tw 
O mo a 


À 12 linha vamos somar uma combinação linear das 22 e 32 linhas: 


g 

(1+2.2+3.4)(+2-3+3-1)(6+2-1+3-2 
B= 2 3 1 
4 1 2 


Então: det B =| 2 3 1 |=-55 
4 1 2 
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D Propriedade PIO — Teorema de Jacobi 


Demonstração 


Para demonstrarmos este Teorema, basta que na demonstração do Teorema 
anterior façamos n - 2 das constantes c;, Ca, Ca, ... iguais a zero. 


Exemplos 
19) == 6 a b ctkb 
det|d e fl=det|d e ftrke 
g hi g h itkh 
E + 


Observe que multiplicamos a 22 coluna por k e somamos à 32 coluna. 


29) A utilidade do Teorema de Jacobi reside no fato de que podemos 
“fazer aparecer” zeros em uma fila de uma matriz, o que facilita o cálculo do 
seu determinante. Por exemplo, vamos calcular o determinante: 


LO 7. ã 
5 fo bl 
+ 2 6,2 
1.) 8.1 


Inicialmente, vamos multiplicar a 12 coluna por - 2 e somá-la à 32 coluna e, 
ainda, multiplicar a 13 coluna por - 3 e somá-la à 42 coluna: 


1 o 2 3| | EEEEES 


Su BoAjols To=] ló 
a farias ET 
do SR E E ais TA 
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7-9 -16 1, «2 cia 
=1.(Mt.lz 2 5|=|2 10 9|=1.(1)*%. = 191 

10 9 

1 4 -21 


L 


Demonstração 


Suponhamos, então, que na matriz A a i-ésima linha é uma combinação 
linear de k outras linhas; sejam 2, 25, 23, ..., Lk as ordens dessas linhas. Desen- 
volvendo o determinante de A através da i-ésima linha obtemos: 


det A = z ajj* Aij= E Pg 


j=1 j=1 
n n n n (7) 
=c* b) aQ,jt Ajjteo* 2 aQ,j* Ajtos* 5 af Ate to 3 aryj* Aij = 
j=1 RES j=1 j=1 
=c1*0+c3:0+c;:0+...+ck-0=0 o 
Exemplo 
1 Z8 
O determinante:/3 2 12 /é nulo, pois a 32 coluna é uma combinação linear 
4-15 


das outras (12 coluna multiplicada por 2 somada com a 22 coluna multiplicada por 
3). 
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Exercícios Resolvidos 


1 1 1 
4.26) Verifique que: | a b ec 1=0 
btc cta at+b 


1 1 1 1 1 1 
a b (o) 


c = a b c 


b+c cta a+b atbtc atb+c a+b+c 


1 
=(a+bt+c) ja b c|=0 
1 


be kk tbab+o) 
4.27) Verifique que: | ca k ca(c+a)|=0 
ab kk? ab(a+b) 
Solução 
be k be(b+c) abc ak? abeb+o) 
ca k cíc+a) 9 abe dk? abe(c+a) & 


ab kk ab(a+b) abc ck? abe(a+b) 
a a 1 a be 1 a bte 
EO |, 4 cénl=kibe)1 d ctal= 
abc 
1, 40. +8Rb 1 :c:z atb 


1 a at+btc . ia | 
(2) tg 


=Kabc|1 b atb+c| =Kabea+b+o)|1 b = 
1 c atb+c y o.“l 


=Kabe(a+b+c) + 0=0 


dia r 
4.28) Verifique que:/1 b b'|= (a-b) (b-o)(c-a)(a+b+c) 
E. e 
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É 


1a à O ab ab? 0 ab a? 

1d ob? ar press do vo SÊ =lo d-e ti-cd 

| e po que pie dl 
0 1º a+ab+b? O Rc 

= (a-bDO-9)0 1º bIbere? «a-no-o|) bica PO 
a é 1 b'+be+c 


= (a-b) (b-o) (b2+be+c?-a?-ab-b?) = (a-b) (b-c) (c?-a?+bc-ab) = 
= (a-b) (b-c)[ (628) (c+a) +b(6=8)] = (a-b) (b-c)(c-a) (a+b+c) 


We xy 
4.29) Se ax +by =c, calcule:| x? x 0 


-C -a -b 
Solução 
2+y? x y| |xsxy? x yllo x y 
x * Ôl= x-x? x 0|=]0 x 0 
-c -a -b -ctax+ay -a b O -a db 
1 1 1 1 
dida 1 lE+tx 1 1 
e . =X 
) Verifique que 1 1 1+y yz 
1 1 1 l+z 
Solução 
1 1 1 1 1 
1 1+x 1 1 1 x 1 
= =lexeysz=xyz 
1 1 1+Fy 1 1.0 5 
1 1 1 1+2z 1 070753 
1 1 1 


4.31) Verifique que: | sena senf sen |= sen(8-Y + sen(Y-a) + sen(a - p) 


cosa cosB cosY 
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Solução 
1 1 1 1 


cosa cosB cosY cosa cosB-cosa cosY-cosa 


Ep AS 


senB-sena senY-sena 


cosB-cosa cosY-cosa|. 


= (sen 8 - sen Q) (cos Y - cos 0) - (sen Y - sen 0) (cos B - cos Q) = 
= (sen É cos  - sen Y cos f3) + (sen Y cos a - sen arcos Y) + (sen arcos -sen B cosa) = 
= sen(B - 1) + sen(Y - 0) + sen(a- À) 


l+x 2 3 
4.32) Resolva a equação: | 1 2+x 3 |=0 
1 2 z+3 
Solução 
l+x 2 3 6+x 2 3 
1 2+x 3 Pet 12+x 3 
1 2 x+3 6+x 2 x+3 
1 2 3 E] 
=(6+»)|1 2+x 3 =(6+x) -|0 
1 2 x+3 0 
A equação escreve-se: 
(6+x) +x2=0 
e daí, V = [-6;0). 
x-a-b 2x 2x 
4.33) Resolva a equação: | 2a a-b-x 2a 
2b 2b b-a-x 
Solução 
x-a-b 2x 2x x+a+b 
2a a-b-x 2a = 2a 
2b 2b b-a-x 2b 
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0 


senQ sen senY|=|sena senB-sena senY-sena 


o» tw 
* Ow 


1 1 1 1 
=(x+a+b) -|2a a-b-x 2a =(xta+b) «| 2a 
2b 2 b-a-x 2 
=(x+a+b) 
A equação escreve-se: 
(x+a+b) = 0 
e daí, V= [-a-b). 
a? 3a? 3a 1 
a? a2+2%a 22+1 1 
Verifique que: = (a-1)% 
a ZA a+Z | 
1 3 3 1 
Solução 
a? 3a? 3a 1 (a-1)? 3a? 3a 
a? a2+2%a 22+1 1 [o a2+2a 22+1 
a +] a+2 1] | 0 22+1 a+2 
1 3 3 1 0 3 3 


a?+2a 2a+1 a a2-1 
=(a-1).]22+1 a+2 1 =(a-1).|22+1 


3 4. 4 3 
a2-1 a-1 0 a+l 
=(a-1)).|22-2 a-1 0 Diogo 2 
3 3 1 3 
+11 
ane|? |-a-nta-n=a-nº 
2 da 
l+a 1 1 1 
fem 2 1 
Verifi : = abcd 
E o dao Mm... ( 
1 1 1 1l+d 


-a-b-x 


Oo pa qu 


a-l 
E+2 
3 
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Soluçã Exercícios Propostos 


l+a 1 1 1 a 0 0 -d SA cd UB 
db deb! do] dO O, sd so dm 
1 1º 1t “ROS Qu do ea do 4.37) Verifique que: à) à gs O 0 
1 1 1 I+d 1 E 2-4 Sais A 
OO O dra 
1 0 0 -1 1 00 0 ac detb 
b) =0 
o 1"0 -1 0 10 0 a d e bre 
=abed-|0 0 1 -1 |=abd-|o 01 0 " p. É qa 
da A LE tylk II 
ars 4% à Dea botao “= Posiga 
- 4.38) Verifique que:/b-c c-a a-b|=0 
c-a a-b b-c 
1 1 1 
como (Leto to bed) 4.39) Verifique que: a) | csA cosB cosC |=0 
' É 2A 2B aC 
oi É Raio cai 
4.36) Uma matriz A = [aj] xn é tal que: 
na geo t t l 
1 se iAij dita tB tr|=0 
Determine det A. secta sec?B sec?y 
Solução a+b+2c a b 
a Db db] jata-Db b db 4.40) Verifique que:| Cc btctla db [=Aatb+ro? 
GD. dd Dqa=D a+(n-Db a be... b (3 c a cta+2b 
detA =|b b bl=lat(n-Db b a... db] = 
Cena rea talbra sra acenaranaio cars de erauensrniambis 1 a? R 


Vobi Biscaia a+(n-1)b -b/ (db -Jnva “dis digo que lá CR «d-dte- Dt Uiriittd 


1 éle 
1 a? 
b) Verifique que:/1 b b? |=(b-a)(c-a)(c-b) 
E PG as D Lib ed as db LER 
ESA Di ss db O dd O qua TU 

Jatn-mo)- [1 ba bhi=[+a-noo O ab... O |= à sm 
Ed O 1% +? 

RN Est ásia 4.42) Verifique que: IG Op-bosdi-o 
1eb'ba...ia 0 «40 O ame aeb 1 DO & se 
2 
=[a+(n-Db]-(a-b)P-! Ô dá a 
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b2+c? ab ac 
4.43) Verifique que:| ba c+a? be =4 albic? 
ca bd ab? 


4.44) Se a, b e c são números reais positivos, calcule: 


loga Togb log de 
logb loge log po 
logc loga log + 


4.45) Sex+y=22,x-y=2bex+z=-a, calcule: 


TM sy 
xº|j1 2b -y 
1 -a z 


4.46) “Fazendo aparecer” zeros em uma fila conveniente, por aplicação do Teorema de 
Jacobi, verifique que: 


do De 14 sê 13 3 -2 18 
2 Sieg a 4 4 9 2 

a) =-2912 b) =-8 
Ss 82.3 2 FT 2 5 
-5 3 5 0 -2 -3 
3 qa 3. We =i 
7 2 5 ; O 10,3 

c) =-595 d) = 69 
n2 5 3 | Wisi 
2.5 37 E 


4.47) Calcule o determinante: 


1 1 1 1 

1º 1+sen 20º 1 1 ” 

1 1 Tás dto 1 (Veja o exercício 4.31.) 
1 1 1 1+sen 80º 


4.48) Resolva a equação: 
1 1 1 1 
x" %: Zutl cx 
1- EE 42X83 
1 


x+2 2x+$ " % 
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4.49) Resolva a inequação: 
I-x 4 1 1 


1 2. 3x 2 "8 
1 1 1 4-x 
4.50) Resolva a equação: 
1x 2 3 4 
É, tm 3 + 
=0 


4.51) Resolva a inequação: 


1 costx sen?x 
1 (l+sen?x)? sen?x 21 
1 costx a +cos?x)? 


4.52) Verifique que: 
al+1 ab ac ad 
ba b+1 be bd 
ca cb cl cd 
da db de dl 


=22+62+02+d2+1 


4.53) Verifique que: 


0 a b c 
-a 0 - 2 
E a =(a+b+c) 
-c 1-1 0 
4.54) Verifique que: 
b+e cta a+b a bc 


bitc; ctay atbi|=2º)ay db; c 


boteco cotas agtba a by q 


4.55) Seja a matriz quadrada de ordem n: 


RU DE RE er 
su 0 1 

e RD 1 Deduza que det An = 1. 
1 =) =1 0 
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4.56) Verifique que: Então: 


1 1 1 qõ6 1 l dy às ... dry ««» Sn 
1 I+a; 1 à ào dg ... aj ... am 
1 1 Nas cs. 1 =ajagtas ... an is às to ag àsn | = 
à é à do SS aba do TEMP EO 
dn,  dn2 dna anj ânn 
(Veja o exercício 4.30) 
4.57) Verifique que: 0 0 RM e. 0 
lta, 1 T nto an  axn-dzn*d  dzg-ântds ... dzj-ântaj ... danca tAn 
1 l+az De gos 1 j , A =| ay a32-d31 * dy2 da3- dg "dg ... aa3j-à31 “dj --. dan-da * din 
1 1 ltaz... 1 |=açaças.. an(i e Ee eds pilot cine ad pon (qo: SORTE obisro io COENO Sea dad ra S 
e SS ogogairto o E orsp clinic cm 4 an: an2-àn1 “à aAn3-An1 * dia A: ànj-âns * dj a ann- àn1* din 
1 1 1 l+an 
(Veja o exercício 4.35) Daí, pelo Teorema de Laplace: 
àzw-àz*d  das-dztda -.. daj-dataj ... dan-dajt Am 
4.10 — ABAIXAMENTO DA ORDEM DE UM DETERMINANTE E Pd a a a di 


Deduziremos agora um mecanismo que permite reduzir o cálculo de um 


E E é an2-âni "dz  ângâm tds --. anj-ânstarj --. anncâni tam 
determinante de uma matriz de ordem n a outro, de uma matriz de ordem n- 1;éa: 


à Então, a r ; 
Regra de Chiô 19) ano ti as = 1; suprime-se a 12 linha e a 12 coluna. 

Seja, então, a matriz de ordem n, nz 2, na qual a=1: 2º) De cada elemento restante em A, subtraímos o produto daqueles 

1 ORE a1j am elementos que se encontram nas “extremidades das perpendiculares” traçadas, do 
elemento considerado, sobre a 12 linha e sobre a 12 coluna. 
ãz1 d22 ã23 d2j dan , 
A =| ay àz2 | da d3j à3n muracagait É 
19) 


do dano nda nd ap a cio. 


2-2.4 |.7%3 
-3-(-3).4 2(-3)-3|)= 
De fudra 


any àn2 àn3 ... ànj ««- dm 
Aplicamos o Teorema de Jacobi sucessivamente: 


1) adicionando à 22 coluna, a 12 multiplicada por - as» 
2) adicionando à 32 coluna, a 12 multiplicada por - a; 


door 5 for E pb taenhatãos boss oca. ars -5 -6 -S 
j- 1) adicionando à j-ésima coluna, a 12 multiplicada por - a; =| 9 9 
Dida md sfnads aphas acres abdica dão mi IS 


n-1) adicionando à n-ésima coluna, a 12 multiplicada por - a;n 
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Exercícios Propostos 


4.61) Use a Regra de Chiô para verificar que: 


4.62) Use a Regra de Chiô para calcular o determinante: 


a) 


b) 


c) 


oa wa 


“tra w 


wa tro q 


1 
22 


4.63) Use a Regra de Chiô para verificar que: 


l 
1 
1 


2 
a 


b b?|=(a-b)(b-o)(c-a) 


c 


2 
c 


4.64) Usea Regra de Chio para verificar que: 
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SS Fa 


oo» 


o 


à Oo -» 


=ac(b-a)(c-b)(d-c) 


411 — A MATRIZ DE VANDERMONDE 


Definição 
Toda matriz quadrada de ordem n, n 2 2, da forma: 
1 1 1 1 1 
Xi X2 X3 Xj Xn 
x2 x2 x2 x; x2 
x a a xpo! o 


denomina-se matriz de Vandermonde. 

Observe que, por exemplo, a jésima coluna é formada pelas potências de 
mesma base x;, com Os expoentes variando de O a n- 1; os elementos dessa coluna 
formam uma progressão geométrica de n termos, cujo 19 elemento é 1 e cuja 


razão é xj. 
Os elementos da 22 linha são chamados elementos de base da matriz. 
Indica-se o determinante de uma matriz de Vandermonde cujos elementos de 


base são X1, X2, X3, =» Xn por: 
Propriedade 

O determinante V(x1, X2, X3, -., Xn) é O produto de todas as diferenças 
Xi;-X;, para i > j: 


V(x1,X2,X35:-»Xn)= 
= (xa-x1)(x3-x1)... (Xn-X1) * (x3-x2)(Xa- x2) ... (Xn- X2) ... (xn-Xn-1), isto é: 


Demonstração 
Vamos nos utilizar do Método da Indução Matemática sobre n: 
Teorema 1 
Para n = 2a propriedade é válida: 
l 
= d9-d1 
a, à 


121 


Teorema 2 
Hipótese: suponhamos que para matrizes de ordem n = p- 1 a propriedade é 
válida (p-1 2 2). 


Tese: demonstremos que a propriedade é válida para n =p. 
Na matriz de ordem p: 


l ] | 1 

X1 X2 X3 Xp 

2 2 2 2 

X1 Xx2 x3 DE 

V= E 
-2 ag E E 
x, xb x5 É xb o 
xp o toooaBo1 np! A 


aplicamos o Teorema de Jacobi sucessivamente: 
1) adicionando à linha de ordem p, a de ordem p - 1 multiplicada por - x, 
2) adicionando à linha de ordem p-1, a de ordem p- 2 multiplicada por 
-X1 
p-2) adicionando à linha de ordem 3, a de ordem 2 multiplicada por -x, 


p- 1) adicionando à linha de ordem 2, a de ordem 1 multiplicada por - x; 
obtendo: 


pa 
— 
tdo 

más 


0 X2-X X3-X ER Xp =X 
det V = dn ie Br. = 

0 X2-X1X2 X3-X1X3 Xp-X1Xp 
O ab mabA Rr tognp o? x x xe? 
1 | 1 1 
0 X2-X1 X3-X1 ... Xp-X1 

=[0 xa(xo-x1) Xa(x3-x1) +...  xp(xp-x1) 

-2 -2 -2 

O xBHxo-x1) x$Hx3-x1) ... xb (xp-x1) 


Aplicando o Teorema de Laplace, desenvolvendo o determinante através dos 
elementos da 12 coluna, e também a propriedade PS: 
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1 1 | 
, X2 X3 q Xp 
det V = (x2-x1 )(x3=X1) -.. (xp-X1)* x x2 ga xp 6) 
-2 -2 p-2 
x5 5 x 


determinante, D, de uma matriz 
de Vandermonde de ordem p-1 


Pela hipótese do Teorema 2 o determinante D escreve-se: 
D =(x3-x2) (x4-X2) ... (xp - X2) ... (Xp - Xp-1) 
Portanto, substituindo em (1): 
det V =(x2-x1)(x3-X1) (xp-x1)*(x3-x2)(x4-x2) ve (xp-X2) = (Xp-Xp-1), 


D 
que é a tese. 
Exercícios Resolvidos 
4.65) Calcule o determinante V(2, 3, 5). 
Solução 
1 1 1 
v239)=-|2 3 5[=0-D-(5-D-(5-3=6 
22 32 s2 


x y z t 
É y? 2 É 
4.66) Calcule o determinante: à y us 
x yº 4 
Solução 
x y z t 
od do 
O y? tab À ada 
xy! * q 
DOU 
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o gg do 4 


= xyztos k peca 2 | AWD t-y) (t-2) 


Observe a segiiência das diferenças feitas: 


a? b? e? 

4.67) Calcule o determinante:| d? e f? 
ad be cf 

a 45? A 


1 1 1 
4.68) Calcule o determinante: D =| cosa cosb cosc 
cos2a cos2b cos2c 
Solução 
Lembre-se que cos 24 = 2 costa- 1; então: 
1 1 


1 1 
D = cos a cos b cos c NICE cos a cos b cos c 
2 
2cos*a-1 2cosb-l 2coste-l 2 costa 2cosb 2coste 


1 1 


=2-| cosa cosb cosc|=2(cosb-cosa)(cosc-cosa) (cosc-cosb) 
costa cos?b coste 
E 
Vícos a, cos b, cos c) 


Exercícios Propostos 
4.69) Calcule o determinante V(2, 3, 1, 5). 


4.70) Calcule o determinante: 
1 1 “ 
log 2 log 20 log 200 


(log 2)? (log 20)? (log 200)? 
(log 2)? (log 20)? (log 200) 


4.71) Calcule o determinante: 


15 a? 
1 + 
1 6 o 


1 
log 2000 
(log 2000)? 
(log 2000)? 


4.72) O determinante V(xy, X2, X3, «> Xn) “se anula quando e somente quando os xi 


(i=1,2,3,..., n) não são dois a dois 


4.73) Resolva a equação: 


CE DO dá 
x -8 125 -64 
4.74) Resolva a equação: 
tt 1 ELI d 1 
L O L,-0 ã 1 O Em 
Rabanst 1 (o O | 1 
1 x 2% ig? x 


distintos. Demonstre! 


1 t 11 1 
o -1 0 -1 
= 0 
1 E 8 
] x x? x 


Capítulo 


Outros temas 


importantes 


5.1 — DETERMINANTE DO PRODUTO DE MATRIZES 
Teorema de Binet ” 


Aceitaremos o teorema sem demonstração. 


Exemplo 
, It 2 
Sejam as matrizes: A |! ART 
19 det A- det B= 68 
B = ;det B= -34 
3 -4 


ei map ER? é Di, DER A acata 
rs 3: sl |oi+iz. e-16) 133 .o10]) MAD 


5.2 — COMATRIZ 
Definição 


Seja a matriz quadrada de ordem n: 
A = lajjlnxn 
Seja N a matriz definida por: 
N = [Ai] 


onde Aj; é, em A, o cofator do elemento ajj. 


nXmn 


Chama-se comatriz de A, e se indica com A*, a matriz transposta de N: 


1 


Exemplo R 
1 o -1 
Sejaamatriz:A=| 0 -1 1 
= 2 .0 
dA 01 | 0 a 
= =- Am =- =-1 Ajgs= l=-1 
An 2 | 2 12 É | s=1, o) 
o - 1 1 1.0) 
dat = - = - Ag=- =-2 
Au = | d 2 An | vol” l a | 2 
0-1 1 4 Ec 
=- =- =-1 As = =-1 
Ni Ep | ; ” » Í “o 


Note que a matriz N é obtida substituindo, em A, cada elemento ajj pelo 
seu cofator Aij: 


-2 -1 -1 
N=|-2 -1 -2 
1 -1 -1 


Por definição: 
-27 -2 + 
A*=Nt=|-1 -1 -1 
sf «2] -l 
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ay aa d13 din 

az1 dz)  à23 à2n An 

àa ay a33 aan | | Au 
Pc. ode HP E A RR Asa 


O elemento bj, qualquer, da matriz A-A* É: 


bj = ape Aj tape A+... t+ain * Ajn | 


Então: 
detA O 0 
0 det À, :'O 
A-A* =[bjl cn= 0 0 det A ... 


det A, se i=j (Laplace) 
O, se ij (Cauchy) 


“ss €e mentço wo» xi dum eras =. 


Analogamente demonstramos que A*. A =(det A) « In 


Exemplo 

1 
Vimos no exemplo anterior que se A =| O 
| -1 

-2 -2 «1 

A*=|-1 -1 -1 

-1 -2 1 

A Regra de Sarrus dá-nos det A ai 

Verifica-se facilmente que A. A*=A*. A = 
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-1 
1|, então: 
0 
0: “"0 
-1 0|= 
0 -1 


5.3 — MATRIZES INVERTÍVEIS 


Teorema 


Demonstração 
12 parte: necessidade 
Hipótese: A é invertível 
Tese: det A £ O 
Se A é invertível existe, então, a matriz A! tal que: 
A A = 
Então: 
det (A - A!) = det In 
O Teorema de Binet dá-nos: 
detA «detA!=1 (D 


Então, o produto det A - det Ar! é diferente de zero (é igual a 1); e daí 
det A £ 0. É a tese. 
Observe que se A é invertível, de (1): 
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2 parte: suficiência 
Hipótese: det A £ O 
Tese: A é invertível 
A propriedade em 5.2 dá-nos: 
Ac A*=A*.A=(detA)-In 
Sendo det A + O: 


1 & 1 & Y 
A(qea A )= (qua t A): As Ia 
A definição dada para matriz inversa permite-nos concluir da igualdade 
acima que A é invertível (é a tese), e que: 


Exemplo 
Retomando o exemplo anterior, concluímos que a matriz: 
1 0 -1 
A=|0 -1 1 
-1 2 0 
é invertível, pois det A = -1&0. Além disso: 
2-2 -1 2 é 1 
Ned 1 .-1 -1|=|1 11 
-1 -2 -1 di. d 


Exercícios Resolvidos 


5 | > | 
5.1) Sejam as matrizes A = e B= 
-b a -d c 


Use o Teorema de Binet para verificar que: 
(a2+b2) « (C2+d?) = (ac - bd)? + (be + ad)? 


Solução 


Temos: det A = a2+b? e detB = c?+d? 


sau) [2% 2] 


5.2) 


5.3) 


Então, det(A « B) = (ac = bd)?- (be+ad) +(-be-ad) = (ac- bd)? + (be + ad)? 
O Teorema de Binet, det(A + B) = det A +» det B, permite-nos escrever: 


(a2+42) (c2+d?) = (ac - ba)? + (be + ad)? 
Se det A = -4, determine det A?. 


Solução 
det A?=det(A - A)=detA «detA =(-4) -(-4)=16 


RR 
Sejaamatriz A=|5 6 2 
1-0 =3 
Determine: a) A* b) det À o AM 
Solução 
Os cofatores dos elementos de A são: 
6 42 ss|3. 2 
E “= -(1 é 28 
Au =(D li E 18 Aaa = (1) |: é 
s 6 
= (1)! =-6 Bh à 
Ag = (-1) |; 0 ame nte O ki =19 


-2 1 

Aa = Chêt] b |--s 
3 -2 

= 2+3 esa 
Ag = (1) j À 


-2 1 
Aa co | ú |--10 


Au Au Aun/|-18 -6 -10 
o) A*=|An An oa 
As Ag Ag -6 -2 28 


> 
8 
N 


b) det A =a31* Azrtazo* Ago t azar Aga= e (-10)+0*(-1)+(-3)+28=-94 


8 6. 

dq 4 94 

1 7 1 1 
-1 aa ao q 
9 A =ma'A=|-D 4 
1 2 2 

d4 4 9 
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5.4) 


5.5) 


5.6) 


A é uma matriz não singular, ortogonal. Calcule det A. 
Solução 


Se A é ortogonal: A”! = A! (veja exercício 2.66) 
Então: det A”! = det A! 


A = det A 
(det A)? = 1 
detA = t1 


A, de ordem n, é uma matriz não singular. Verifique que: 
det A* = (det A)P-! 


Solução 


A propriedade do item 5.2 dá-nos: 
A*-A =(detA)-In 
Então: 
det(A* « A) = detÍ(det A) * In] 
det A*- det A, = (det A)”. det In 


teorema de Binet exercício 4.2 


A é não singular: det A £0 e det In = 1; então: 


det A* = (det A)P-! 


Condição para que a matriz A =|)a 1 alseja invertível. 


Solução 
Deve-se ter det A £ 0.. 


| 2a+1 


1 ar 


l a a 


Então, para que A seja invertível deve-se ter at. cal. 


Exercícios Propostos 


5.7) Ae B são matrizes quadradas de ordem n. 


a) É AcB=B-A? 
b) É det(A - B) = de(B + A)? 


5.8) Se A é não singular e A?=A, determine det A. 


1 
al =(2a+1)|1 1 a) =-(Za+1)(a-1)? 
a 


5.9) A e'B são matrizes quadradas de mesma ordem. Verifique que: 


det(A! » B!) = det(A - B!) = detçA! + B) 


5.10) Para as matrizes abaixo, determine AT, se existir: 


1 2 -3 . z 
MA=13 1,.0 b) A=|0 
42). 5 5 
1,2 3 
JA=|-1 4 3 
S4:2 37 
5.11) Para as matrizes abaixo, determine AT, se existir: 
E 1 
And Ori b) A =|0 
004 1 
a 00 
)yA=|/0 a 0/,2 50 
o 0 a 


5.12) Paraas matrizes abaixo, determine A, se existir: 


1-2 0 0 1 
O 1 -a 0 1 

= b) A= 
dd om à à 1 
0 0 01 l 


5.13) Se A é invertível e A = A”!, calcule det A. 


5.14) Sejam as matrizes A e B quadradas de mesma ordem. 


a) A e A* comutam? 
b) Verifique que (A + B)* = B* + A*. 


-3 


E 


fe) 
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I.7) Resolva a equação: 
1+x: 2 3 4 
La'Qtxa 3 + 


Exercícios Suplementares Ra 4t* 
1 2 3 4+x 
H.1) Se as matrizes 5 | do 3] comutam, então: E = 
UC] o 7 B a-y IL8) Resolva a equação: 
, E | 1 1 
1.2) adiar foras ginga sy ' Er 
E Re 1 
A = dio dido E 1 3-x 
n O é f 
Ed R 1.9) Verifique que: 
na qual os elementos são números reais e a >b >c, com d, e, f não nulos. 3 n 3a 
Verifique que as raízes da equação em x: da pa “ 
det(A - xl) = O senb sen'b sen3b| = 0 
são reais. senc sendc sen3c 
H.3) Sea, B e Y são as medidas dos ângulos internos de um triângulo, verifique que: 
WE , 11.10) Calcule o determinante: 
é Ra E ana O 144 4 £4 
E cd | 0 ut EA 
H.4) Resolva a inequação: 1 ad oO LEA 
logx? logx? 1 epi onipeug 3 
bgx 1 1]>0 4 dd dad 41 
º E 4 do sd E 1 
H.5) Calcule o determinante: 
1 H.11) Verifique que: 
loga logb log O x y z 01 1 1 
1 1 e À Ria di 
ao Es Ts be Vem Dink Ta 8 io 
loge loga log a ar e Voyfré o 
HL6) Calcule o determinante: 11.12) Os números 546, 273 e 169 são divisíveis por 13; verifique que o determinante: 
x 124 s 4 6 
F.8,:3 3 Z mm 
4 5 7 1 6 9 
ts 68 é divisível por 13, sem desenvolvê-lo. 
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1.13) Dada a matriz n Xn tem para equação característica: 


Za á x2-3x-2=0 
x é 
Então: A?-3:A-2:1=0 
O x Dois 0 O f 3 
2 
AO 0 xy... 00 Daí Issa -GºA 
é e jo MM CDS seis aro és + Multiplicando-se “a direita” por AT. 
O QUO. Dugia x y 
calcule det A. A as A -51 
E Vo 010) sa 10) E 2 
1.14) Um texto para interpretação e -1 
Associada a toda matriz quadrada A = lajlxnº de ordem n, encontra-se a função: Substituindo A e Ivem A .. ; : é 
Use o processo descrito para determinar a inversa da matriz: 
ag-X ai «ce &In 
7, 10. E 
a ap-x... a 
fm) = detA-xD =| 2º 2 " dpi É 8 
EA PE SS E PR Ep 2 
ant àn2 --- Ann X 
que se denomina função característica de A. 


A equação: 

f(x) = det(A - xl) = 0 
que pode expressar-se na forma: 
aoxP tax l+...+anaxtan=0 
chama-se equação característica de A. 

Ache a equação característica da matriz: 


1 2 O 
A=|2 22 
0123 
As n raízes Xy, X2, X3, =, Xn da equação característica de uma matriz A 


recebem o nome de valores próprios de A. 
Determine os valores próprios da matriz: 


[51] 


Verifique para uma matriz A, de ordem 2 X 2, que a soma dos valores próprios 
é igual ao traço da matriz. 

Teorema de Cayley: “Toda matriz quadrada A satisfaz sua própria equação 
característica: det(A - xl) = 0”. 

Mais exatamente: se na equação característica de A, de ordem n, substituímos x 
por A e cada número aj por a; * I, ela se transforma na equação matricial: 


ao AP +ae ATI+... tan e Atantl=0 


também válida. 
Verifique o Teorema de Cayley para uma matriz A, de ordem 2 xX2. 
Podemos utilizar o Teorema de Cayley para determinar a inversa de uma matriz A, 
não singular. Por exemplo, a matriz invertível: 


Z A 
A li | (det A £0) 
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Capítulo 6 — Generalidades 


Capítulo 7 — Resolução de sistemas lineares: 
o escalonamento 


Capítulo 8 — Outros temas importantes 


Capítulo 


6.1 - EQUAÇÕES LINEARES 


Definições 
A equação: 
Xp '* 2x, =5 
onde x, € x2 São incógnitas, é um exemplo de equação linear a duas incógnitas. 
Note que os expoentes das incógnitas são iguais a 1. 
A equação: 
x, + 3x) - X3= 10 
é linear, a três incógnitas. 
Numa equação linear não aparecem termos da forma 2x; ou 3x,X, ou 


-4xixs; os expoentes das incógnitas são iguais a 1, e em cada termo da equação 
aparece no máximo uma incógnita. Uma equação como: 


2x4 + Sm Exito= = É 
não é linear. 
De um modo geral, uma equação da forma: 


na qual X4, X2, Xa, --., Xn São incógnitas e as, 2, às, ..., An € b são números conhe- 
cidos, denomina-se equação linear a n incógnitas. 
Os números a;, a», às, ..., ân denominam-se coeficientes da equação e b é o 
seu termo constante. 
Seja a equação linear: 
Su 2x2 -X3= -6 (1) 
Se em (1) fizermos a substituição: 
m=1,m=-2,x3=3 
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a sentença: 
1+2-(-2)-3 =-6 
é verdadeira. 
Então, diremos que o conjunto de valores: x, = 1,x,)=-2 e x3=3 é uma 


O conjunto de valores: 


X=2,X=1,X3=3 
não é solução da equação (I) pois a sentença: 
2+2:1-3=-6 
é falsa. 
De um modo geral, o conjunto de valores: 


X1 = Gi, X2 = 02, X3=G3, ..., Xn = Qn 
é uma solução da equação linear: 
ax, + ax + ax +... tanXn=b 
se a sentença: | 
am, tamo tags +... tana =b 
é verdadeira. 


Se não houver dúvidas quanto à posição da incógnita na equação, essa 
solução pode ser representada por: 


Situações particulares 


Seja a equação linear a n incógnitas: 
“axitax, tax t..+ aAnXn = b 


1º) Se aa=a=a;=..=an=b=o0, a equação escreve-se: 
Ox, + 0x, + 0x3 +... + Oxn = 0 
Então, qualquer conjunto de valores (;, a», &3, ..., Gn) é solução da equação. 


2º) Se aa=a)=a;=..=an=0 e b£O, a equação não admite soluções, 
pois para qualquer conjunto de valores (a, q», Q3, ..., Gn) a sentença: 


Ox, + Ou, + Oas +... + Oan = b 


é falsa. 
Por exemplo, a equação 0x, + 0x, + 0xs + Ox, = 6 não admite soluções. 
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Exercícios Propostos 


6.1) Das equações abaixo, diga qual é linear: 


a) x1 + %9 = 3 ota Dutçtm=8 9 Fama tm 8 


6.2) Seja a equação linear: 
x1+t 2x2- 4x3 + x4=3 


a) Verifique se (3, 2, 1, 0) é solução da equação. 
b) Verifique se (4, -2, 1, 3) é solução da equação. 
c) Determine k para que (4, -2, 1, k) seja solução da equação. 


6.2 - SISTEMA DE EQUAÇÕES LINEARES 


Definições 
Um par de equações como: 
2x1 = 3x2 =1 
5x, + 2x2 = 12 


denomina-se sistema de 2 equações lineares a 2 incógnitas. 

Note que o par de valores: 

Xj = 2 e x)= | 

satisfaz cada uma das equações do sistema; diz-se então, que o conjunto de valores 
x=2 e x)=1 é solução do sistema,o par x,=5 € x,=3 satisfaz a primeira 
equação do sistema, mas não satisfaz a segunda; esse par não é solução do sistema. 

Generalizando, um sistema de m equações lineares a n incógnitas pode ser 
escrito assim: - 


onde X1, X2, X3, -.., Xn São as incógnitas. 

Os números aj eb; I<i<m e I<j<n, são conhecidos. 

O par de índices (i; j) indica que a;j é o coeficiente da incógnita x; na 
i-ésima equação; assim, as; é o coeficiente de x, na 32 equação. 
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O conjunto de valores: 
X1 = 04, X2 = 02, X3 = O3, ..., Xn = Qn 
é uma solução do sistema (S) se for solução das m equações de (S), isto é, satisfaz 
as m equações do sistema. 
Quando não houver possibilidade de confusão, essa solução pode ser represen- 
tada com: 


(0, Gta, Gta, ..., On) 
Observações 


12) É comum substituir-se a denominação sistema de equações lineares, 
simplesmente por sistema linear. 
22) Resolver um sistema linear é determinar todas as suas soluções. 


Exemplos 


O sistema: 

2x + 3y + 27 = 14 

(S) 3 3x + 4y + 5z = 26 

5x - 2y +3z=10 

admite o conjunto de valores x = 1,y =2,Zz= 3 como solução pois as sentenças: 

2:1+3.2+2.3=14 
3.1+4.2+5.3=26 
$:1-2.2+3:.3=10 


são verdadeiras. 
O conjunto de valores x =22,y =-10,z=0 não é solução de (S): 


2:22 +3-(-10)+2-0 = 14 (sentença verdadeira) 
3.22 +4.(-10)+5-0 =26 (sentença verdadeira) 
5.22-2-(-10)+3.0=10 (sentença falsa!) 


Sistemas lineares homogêneos e não homogêneos 
Se num sistema de equações lineares os termos constantes das equações não 
são todos nulos, ele é chamado não homogêneo. 
Por exemplo, o sistema: 
2x1 + X2 né 3x3 = 
4x to X2- X3= aii por AS 
10x, + xa = 


é linear, não homogêneo. 


tas 


Se num sistema de equações lineares os termos constantes das equações são 


todos nulos, ele é chamado homogêneo. 
Então, um sistema de equações lineares homogêneo pode ser expresso na 


forma: 
anX t ajX + aj3X3 +... + agnXn = 
a21X1 + ao2X2 + az3X3 +... + amXn = 
a31X1 + a32X2 + A33X3 +... +TagnXn = 
Am X + aAmaX2 + AmaXa + sor SR âmnXn = 
Uma solução evidente do sistema linear homogêneo é; 
x1=0,x,)=0,x3=0, ts Rn:=. 0 


que se denomina solução trivial. Excluindo essa solução, € supondo que o sistema 
homogêneo admita uma outra solução: 


(01, O2, Q3, «..» On) 
onde os a; não são todos nulos, tal solução denomina-se não-trivial. 


Exercícios Propostos 


6.3) Seja o sistema linear: 
2x1 - Xx2- X3= 3 
(Ss) 4x4 a 2x2 -X3= 15 
4x, + 3x9 = 18 
Verifique se (3; 2; 1) é solução de (S). 
6.4) Seja o sistema de equações lineares: 
x + y- z=4 
(S)13x-2y+2z=13 
-x+2y+52=0 


a) Verifique se o conjunto de valores (3; -1; 1) é solução de (S). 
b) Verifique se o conjunto de valores (3; 1; 2) é solução de (S). 


6.5) a) Sabendo-se que (6; m; 1) é solução do sistema: 
x- x2- x3=3 
2x, + 2x2- x3=n 
2x, + 3x2 - pXx3 = 2 


determine m, n e p. 
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b) Seja o sistema: 


xXx + x2-3x3=k2-1 
2x - 3x) + 7x3 = 0 
-x + x2- 2x3 =k-1 


Determine k para que ele seja homogêneo. 


6.3 — EXPRESSÃO MATRICIAL DE UM SISTEMA LINEAR 
Matrizes associadas a um sistema linear 
Dado um sistema (S) de m equações lineares a n incógnitas: 
djX + angxXx + ajaX +... f amXn = b; 
a2,X + ax + az3X +... + d)nXn = ba 
à31X + azaX +tazaX +... + a3nXn = ba 
âmiX + âm2X> + amaX3 +... + amnXn = bm 
podemos associar-lhe as seguintes matrizes: 


a) matriz completa 


É a matriz cujos elementos são os coeficientes das incógnitas mais a coluna 
dos termos constantes: 


dy dm dia an 1b: 
| 
à do ag an | ba 
] 
[A ! BJ =| à da dy .. aan - bs 
] 
se toma Deda 0005 Ca dA Ds 1 ... 
| 
âm am2 Ama âmn | bm 


b) matriz incompleta ou matriz dos coeficientes 
É a matriz constituída pelos coeficientes das incógnitas: 


à; dz Aja .. din 
do) à) da3 dan 
A = à3 às dg a3n 
Ami âm2 ams âmn 
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c) matriz das incógnitas 
É a matriz constituída por uma única coluna, cujos elementos são as incógni- 
tas do sistema: 


d) matriz dos termos constantes 
É a matriz constituída por uma única coluna, cujos elementos são os termos 
constantes do sistema: 


b; 


bm 
Exemplo 


Seja o sistema linear: 


2x1 + x2 ft X3 
(S) 3x1 - Xo TX 


x1+t 2x) - x3=1 


Estão associadas ao sistema (S) as seguintes matrizes: 


24 158 
a) completa: [A!B]=[3 -1 1 | 8 
Loo di 
21 m qd 
b) incompleta: A =|/3 -1 1 
perde o1 
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c) das incógnitas: X =| x 


d) dos termos constantes: B = 


—- "00 QO 


A expressão matricial 
Seja o sistema linear de m equações.e n incógnitas: 
aAnX +axX +asX +... +tankn =b; 
d21X1 + dz2X2 + aza3X +. + agmXn =b 
(S)S an% +azako Fraggxs +... + am = bs 


AmiXi + âmoX + amaXa +. + amnXn = bm 


Se A, X e B são, respectivamente, as matrizes incompletas, das incógnitas e 
dos termos constantes de (S), o sistema pode ser escrito na forma matricial: 


Com efeito: 
aj dj dj3 = dn M ajnX *aNX + agX3 +... +tainAn 
do, do dos ... Am X2 do1M = dz2X2 + do3X3 E giá + agmXn 
Ac X= à31 à32 à33 =. àgm o =| ayX +taznxX +tasX3 +... tasgnkXn 
Ami âmz âm3 --- âmn Xm Ami Xj + Am2X2 + Am X3*-.. + âmnXn 
aAjnX + aX +tajaX +... +tamkXn b; 
a21X1 tazX tazgX +... + d2nXn bo 
asX tasxX +taszX +... + agnX =|b 
Então: 31X1 d32X2 33X3 3nXn 3 
amiX + am2X2 f amaX3 +... + amnXn bm 


Da igualdade acima obtém-se o sistema (S) na sua formulação usual. 


Exemplo 


o 


A formulação matricial do sistema: 


2% t xt x3=8 
3x1 - X =" 
4x1 + 3x2 + 7x3 =2 


2 | 4 X1 8 

3 10 x |=|7 

cad] ONE) 3] LA 
x B 


Exercícios Propostos 


6.6) 


6.7) 


6.8) 


Seja o sistema: 


+ 


X1 2x2 + 3x3 = 2 
3x1 - 2x2 - X3= 5 


-4 


3x1 - 5x2 + 3x3 
Xj + 4x) + 6x3 = 0 


Dê as matrizes associadas ao sistema. 


Eormule os sistemas na notação matricial: 


4x - 4y = 48 5x1 t+ x3= 18 x1 t+ X2 
a y=38 bi 7x+t 4x3=0 9) tm 
3x, + 13x3 - 7x2 = 16 Xx3 + X1 

X1 + X2 


3 -4 2 X1 1 " 
13 “1m|*/0 
1 X3 l 


Quais são as equações que o constituem? 


6.4 — CLASSIFICAÇÃO DE UM SISTEMA LINEAR 


Seja (S) um sistema linear. 

Segundo o número de soluções podemos classificá-lo como segue: 

(S) consistente se possui pelo menos uma solução. 

(S) inconsistente se não possui soluções. 

Se (S) é consistente e admite uma e uma só solução ele é dcfbbiinsão: se 
(S) é consistente e admite mais do que uma solução cle é indeterminado. 


6.5 — SISTEMAS DE CRAMER 


Definição 
Seja (S) um sistema linear de n equações a n incógnitas: 
anX + ayX + aaX +... tam =by 
ax X + az2X2 + d23X3 +... + aonXn = Do 
(S) q 31X + az2X2 + a33X3 + o + AgnXn = Ds 


AA! VOA EEN TOS SEO DD a To el o O 


amX: * amX> + anX3 + ... t+ amnXn = bn 


Se em (S) a matriz incompleta A, quadrada, é tal que det A £ 0, (S) diz-se 
Sistema de Cramer. 

Observe então que se (S) é um sistema de Cramer, o número de equações é 
igual ao número de incógnitas e, além disso, o determinante da matriz incompleta 
é diferente de zero. 


Exemplo 
O sistema: 
-2x, + 3x) -x3= 1 
x1 +2x)- x)=' 4 
-2x1 - xXx tx3= -3 


é de Cramer. O número de equações é igual ao número de incógnitas: três; e além 
disso, o determinante da matriz incompleta: 


-2 & 
det A = l 2 -1/=22 
-2 -1 l 


é diferente de zero. 


Propriedade 
Um Sistema de Cramer é consistente e determinado. 


Demonstração 
Seja o Sistema de Cramer: 


ajnX + ax +... + amkXn = Di 
az X1 + d)2X2 E so P donXn = b> 
(S)4 agx, + azaXo +... + aanXn = Ds 


AmX + dmX2 E as dnnXn = bn 


que na formulação matricial escreve-se: 


dj di din X1 
do àz à2n X2 
da à à3n da | = 
PR DRE E x 
Am dn2 --- ânn Xn 
A 


com det A * 0. 
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Vamos verificar, então, que a equação matricial 
A-X=B (1) 
det A; = A: + Agar + mat io 
admite solução única, o que equivale a demonstrar que (S) admite solução única. PAS Antorharh: Anis ho Ami bn 


19) (1) admite solução. Então: para i =:1,:23k.5 nº 
Por hipótese, det A £ O e então existe A”!. 


A matriz X=A!.B é solução de (1): 


Se desenvolvermos det A; através da i-ésima coluna: 


A-X=A-(A!.B)=(A-AM).B=I-.B=B Exemplo 


29) A soluá E é úuica. Retomemos o Sistema de Cramer, do exemplo anterior: 


Suponhamos que (S) admita uma outra solução X; então: -2x1 + 3x2 - X3 = 
A-X=B (S) X1 t+ 2x2 - X3 = 
X=1I-X=(A!.A).X=A!.(A-X)=A!.B=X Qu- Mtx= 
Regra de Cramer -2 3 4 
Para o sistema (S), de Cramer, tem-se então: no qual A=| 1 2 4 e det A =-2 
x -2 + l 
An An cenees An; 
X2 b 
Ao Ala. An, i 3 
E PEER ba k 
X = = Am . B = ra . . 2 l 
Xi et A Ai Ai «e. Ani : det A, -1 | =á ' 
da saia Sai mito da b O ELA ma Er) mio? 
n 
Ai My o com Mú 
Xn 
-2 | 
Daí: 
o An Ag E E 
co TT IV id -2 ! 
E det A; E -b 6: É 
Seja agora a matriz: 4 E E O 
dj dj. di,i-1 bi dii+i an 4) 3 
e dão dz dir Da agir dan 1 2 
A; = 2 
“q, ad ema no oro s 0. DV 0d 0 E -2 -1 
dm Uno - Ani- bn dnji+i -- Ann dié det As L pa 8 4 
*- detA -2 CO 


obtida de A substituindo-se a sua i-ésima coluna pela coluna dos termos constan- 
tes de (5). A única solução do sistema é (2; 3; 4). 
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Exercícios Propostos 


6.9) Utilize a Regra de Cramer para resolver os sistemas: 
) x+ y= 6. b) 2x1 + x2=5 E ) 3x1 + 4x9 = 16 
c 
3x + 4y =22 3x1 t 2x) = 9 2x, + 3x7 = 11 


6.10) Utilize a Regra de Cramer para resolver os sistemas: 


x-3y- z=-6 x, + 2x2 +tx3=2 x + 2y + 2z.= 2 
a) x+t4y+7]2=17 b/3x +t6x -x3=3 oO), 2x-4y+372=2 
-x + 6y + 6z = 19 5x - x2-x3=0 3x + 8y - 22=1 


3%x- y+5S2=-2 
d) x + y-5S2=3 
2x +5Sy + 2=3 


6.11) Resolva os sistemas abaixo pela Regra de Cramer: 


2x + y+2z2-3t=0 
4x + y+ z+ t=15 
6x- y- z- t=5 
4x -2y+32- t=2 


x1+t 2x2+ 3x3+ 4x4=0 
7x, + 14x, + 20x3 + 27x4 = 0 
5x, + 10x, e l6x3 + 19x4 = -2 
3x1 + Sx2+ 6x3 + 13xg=5 


a) b) 


6.12) Seja o sistema (S): 


xtay+2z=0 
-x+tay +32 =0 
-2x + y t+taz=0 


Determine a para que (S) seja um Sistema de Cramer. Resolva-o em seguida. 


6.13) Use a Regra de Cramer para resolver o sistema: 


x-my=7 
[ (m E R) 
mx + y=3 


6.14) Determine m para que o sistema 


(m - 1)x, + 4x, = 2m 
(m+1)x,;- 2x2 =1+3m 
seja de Cramer. Em seguida, resolva-o. 


6.15) Use a Regra de Cramer para resolver os sistemas: 


a) 


154 


E asda 
É yo 
= 
b) A sere SA 
To 248, q DE 
2 Ad di 


6.16) Use a Regra de Cramer para resolver o sistema: 
x*cosa+y «sena = cosa 
Es «sena + y e cosa = sena 
6.17) Use a Regra de Cramer para determinar os reais a, b e c de tal forma que a função 
quadrática definida por: 
f(x) = ax2 + bx + c 
satisfaça às condições: f(1) = 5, f(3) = 13 e f(-5S) = 5. 


= 


3 | . Determine M”! e use o resultado para resolver o sistema: 


«x + 2y =-7 
-2x + 3y = -3 


6.19) Determine a matriz inversa da matriz: 


6.18) M é a matriz | 


1 =, 1 
M=|3 9 5 
1 53 


Utilize o resultado para resolver o sistema: 


Lesyt.Zas 
(S) 4 3x-9y + Sz=6 
x-3y +3z=13 
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Capítulo 


Resolução de sistemas 
lineares: o escalonamento 


Na resolução de sistemas lineares, a Regra de Cramer apresenta sérias limita- 
ções: é aplicável somente quando o sistema é constituído por igual núméro de 
equações e de incógnitas, e também exige que o determinante da matriz incompleta 
seja diferente de zero. 

Além disso, a Regra de Cramer torna-se computacionalmente ineficiente 
quando o número de equações é maior do que 3; por exemplo, na resolução de um 
sistema linear de 5 equações e 5 incógnitas precisamos calcular 6 determinantes 
de ordem 5 (!). 

Vamos então examinar um outro método para a resolução e discussão de um 
sistema de equações lineares. 


7.1 — SISTEMAS EQUIVALENTES 


Definição 
Dizemos que os sistemas lineares (S;) e (S,) são equivalentes quando: 
19) (S:) e (S,) são consistentes e toda solução de (S,) é solução de (S,) e, 
também, toda solução de (S,) é solução de (S,); ou quando: 
2º) (S:) e (S,) são inconsistentes. 
Se os sistemas lineares (S,) e (S;) são equivalentes, escreve-se: 


Observe que: 


a) (S) — (S), para todo (S) 
b) se (S1) — (Sa) então (S,) — (84) 
c) se (S1) — (Sa) e (S2) — (83) então (S;) — (Sa) 


156 


x tx =5 2x1 + x=8 
. Ss 
eo = E ( | 2x, = 4 


são equivalentes: são consistentes, determinados, e apresentam a mesma solução 
(3; 2). 


As transformações elementares 
Dado um sistema linear (S;), obter-se-á um sistema linear (S,), equivalente a 
(S1), se em (S;) fizermos as seguintes transformações elementares (te ): 


Exemplos 


Seja o sistema linear: 

2x1 - X= 2 
(S) 

3x1 + 4x, ="5 

São equivalentes ao sistema (S) os seguintes sistemas: 

3x1 + 4x, =s 
s 
a) ( ds das 


Observe que em (S) trocamos as posições das duas equações obtendo (S;); 


(S1) — (S) pela tel. 
Para indicarmos a transformação feita (te 1) em (S), usamos a notação: 


2x1 -= Xy= 2 
(S) : | 
3x1 + 4X = 


2x, - x =2 


Ss - 
cid pos + 20x, = 25 
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Observe que em (S) multiplicamos a 22 equação por 5 obtendo (S,); 
(Si) — (8) pela te? po ndo (S,); 


Para indicarmos a transformação feita (te 2) em (S), usamos a notação: 


2x1 - = 
(s) [ X1 x = 2 
3x1 + 4x = 6) 


2x - X = 2 
c) (so e 
llx; + 0. X2 13 


Observe que em (S) multiplicamos a 12 equação por 4 e somamos, membro a 
membro, à 24 equação obtendo (Sa); (Sa) — (S) pela te 3. 
Para indicarmos a transformação feita (te 3) em (S), usamos a notação: 


2%i — = 
9! Risada = 
3x1 + 4x2 =5 
Demonstração 
10) Atel é imediata. 


29) Para a demonstração da te 2 consideremos o sistema: 
auX +tanxX +... + amX =D 
anX +taoX +t..tamnXn =ba 


(s) RE dar Ad 


amX + amX +... + amnXn = bm 
e o sistema: 
anX tax +... + amXn =by 


anx tax t+... + ankXn =ba 


(su) ácãs: ii diam id 
aja + kaipão + ct KanX = k -b; < iésima equação 


obtido de (S) multiplicando-se neste a i-ésima equação pelo número k, k O. 
Observe que (S) e (S,) diferem apenas nas suas i-ésimas equações; portanto é 
para elas que a nossa demonstração deve se voltar. 
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o 


12 parte) Suponhamos que o conjunto de valores (04, Q», ...; Gn) é uma 
solução de (S); demonstremos que também o é de (S1). 
Então, por hipótese a i-ésima equação de (S) dá-nos: 


“ano Q tange O +t.. tai * Qn = bi 
Na iésima equação de (S,) fazendo a substituição: x, por G1, X2 POr Qa, ...; 
Xn por &n obtemos: 
(19 membro) = k-ay * a tk-apra +... + k “ain * O = 
=k-anQ tapão +... tanan)=k-bi= (2º membro) 
b; (hipótese) 


o que prova que a solução (a, Ga, ..., an) satisfaz à iésima equação de (S1) e por- 
tanto é solução de (S,). 


22 parte) Suponhamos que o conjunto de valores (a1, Q», -.., Gn) é uma 
solução de (S,); demonstremos que também o é de (S). 


Então, por hipótese a i-ésima equação de (S1) dá-nos: 
kanx, + kapx, +... + kanXn =k b; 


Na iésima equação de (S) fazendo a substituição: x, pOr 1, X2 POr Qua, ..., 
Xn por an obtemos: 


ó (k £O) k k 
(1º membro) = ap + ajão +... tanta = aim + dial UR 
k ] + o - l k b; — b; am 
hi anôn = (kana + kajão + ..- kainQn) E Td o 
k-bj (hipótese) 


= (29 membro) 
o que prova que a solução (1, Q3, ..., an) satisfaz à i-ésima equação de (S) e por- 
tanto é solução de (S). 

Fica então completada a demonstração: (Sj) — (8). 


3º) A demonstração da te 3 será feita no exercício 7.3. 


Exercício Resolvido 


7.1) Sejam os sistemas: 


Ss) ax + by=2 s) x+2y = 
e 

2 xs Juruá SO 

Determine a e b sabendo-se que (Sy) — (So). 
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Solução 


No sistema (S2) a matriz incompleta: 


à 2 
A = 
-1 3 
tem determinante diferente de zero: det A = 5; (S5) é Sistema de Cramer 


* 


Então, (0; 2) é solução de (S2); se (S1) — (S9), (0; 2) também é solução de (S1). 


Substituindo em (S14) x por O e y = 2, obtemos o sistema em a e b: 
0ºa+2b=2 
Ocb+4 =4 

o, daí, a=1 e b=1. 


Exercícios Propostos 
7.2) Os sistemas: 
2x - y+3z2=10 ax + by + cz=-4 
(S)j 3x-2y- z=22 e x- 2by + 3cz = 8 
4x +3y - 22 = 13 -ax + by + 4cz = -23 
são equivalentes. Determine a, b e c. 


7.3) Demonstre a te 3. 


7.2 — SISTEMAS ESCALONADOS 


Definição 

Seja (S) um sistema de equações lineares. 

Diz-se que (S) é um sistema escalonado, ou ainda, que está na forma escalona- 
da quando: 

1º) em cada equação existe pelo menos um coeficiente não nulo 
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O) o número de coeficientes nulos, antes do primeiro coeficiente não nulo, 
cresce “da esquerda para a direita, de equação para equação”. 


Exemplos 
São escalonados, os sistemas: 


x+ y+2z=13 4x, + X tX3- X4=2 


(S1) 2y + z2=4 (S2) x +tX3+t X4=5 
32="6 2% = 7 

(Ss) xty+22-t=4 

é Zz-t=5 


Resolução 
Seja (S) um sistema na forma escalonada; para a sua resolução, há dois tipos 
a serem considerados: 


1º tipo: em (S) há tantas equações quanto incógnitas 
anXi + arXo + AX +... + AmXn = bi 
a32X2 + a23X3 +... + agnXn = ba 


(S) d33X3 +... + agnXn = ba 


aioo o ooo o ars 06 MCOLM TO SJ0 


Observe que em (S) a; É O para todoi, | <i<n. 
Além disso, se A é a matriz incompleta de (S) podemos escrever: 


an am dia des dn 
0 am  à23 dan 

det A = 0 0 à33 qoa dan = 311922233 -.. ânn * 0 
o 0 Dr ànn 


Então (S) é um Sistema de Cramer; (S) é consistente e determinado. 

Para obter-se a solução (única) de (S) parte-se da n-ésima equação, que nos 
dá o valor de xn; por substituição nas equações anteriores obtemos sucessivamente 
os valores de Xn-1, Xn-2, «<-> X3, X2, X1- 
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Exemplo 


Seja o sistema escalonado: 


0] 


2X+ty- z+ t= 0 (1) 
yt2z- t=-1 (2) 

42 +3t= 7 (3) 

Dt= 2 (4) 


(S) 


A equação (4) dá-nos t = 

Em (3): 42+3.l= 7 edaí z=1 
Em (2): y+2+ a A GU FS 
Em (1): 2x- Maio O edi nhl 


A solução do sistema (S) é (1; -2; Lt), 


29 tipo: em (S) há menos equações do que incógnitas 


auX + ax, + aj3X3 E e OF anXn = b; 


(8) AjaXjo + A2joerXigr Fo + aonkXn = bo 


É o Um pao Mimo É 4 0) à agioiia Cu Gpária nd aid 8 


âmimXim * âm,jm+!Xim+1 +. + amnXn = Dm 


Observe que em (S) 1 <j, <... <jm e que os “coeficientes iniciais” aj, 
22j,» ---» Amjm Não são nulos. 


Para a resolução de (S), neste caso, devemos fazê-lo recair no cáso anterior. 

Inicialmente, as incógnitas que não aparecem “no começo” de nenhuma das 
equações de (S) — chamadas variáveis livres — devem ser “passadas” para os segun- 
dos membros das equações. 

O “novo” sistema assim obtido, (S”), deve ser considerado como um sistema 
contendo apenas as incógnitas que “sobraram” nos primeiros membros das equa- 
ções. 

Assim, atribuindo-se à cada variável livre dos segundos membros das equações, 
um determinado valor, teremos um sistema (S') do caso anterior: consistente e 
determinado. Resolvendo-o obtemos uma solução de (S). Em seguida, atribuindo-se 
às variáveis livres um outro conjunto de valores obteremos outra solução de (S). 


O processo estende-se indefinidamente, e para (S) encontraremos infinitas soluções: 


(S) é consistente e indeterminado. 
Por definição, neste segundo caso, o número de variáveis livres, n-m, chama-se 
grau de indeterminação. 


1 Seja o sistema escalonado: 
py 22-22 (1) 
(S) 
VE z=3" (2) 


A única incógnita que não aparece “no começo” de nenhuma das equações 
de (S) é z: é a única variável livre (observe que o grau de indeterminação do sistema 


é 1). 
“Passando” z para os segundos membros das equações: 
xty=2-2z 
V == z 


Atribuindo-se a z o valor de q, «a E R, obtém-se o sistema: 


x+ty=2-2a (1) 
À y=3-a« (2) 


consistente e determinado para cada valor particular de a. 
Substituindo (2) em (1): 
x+3-0a=2-2a4 
x=-]-aq 
Então, as soluções de (S) são os infinitos conjuntos de valores do tipo: 
(-1-0;3 - w; a), onde a E R; (S) é consistente e indeterminado. 
Alguns exemplos de solução: 


a =0:(-1;3;0) 
a = 1 (62; 2511) 
a=2:(-3;1;2) 


2º) Seja o sistema escalonado: 
*+2y=272+3t=2 (1) 
(Ss) 
Z-2=1 (2) 
Há duas variáveis livres: y e t (não aparecem “no começo” de nenhuma equa- 


ção). O grau de indeterminação de (S) é 2. 
“Passando” y e t para os segundos membros das equações: 


E = IZ= 2 = DV = 3 
2=1+24 


163 


Atribuindo-se a y e t, respectivamente, os valores a e , ii, a o sis- 
tema: 
x-22=2-224-38 (1) 
D= 1 46 (2) 
consistente e determinado para cada par (a; f). 
Substituindo (2) em (1): 
x-2(1+28)=2-20 - 38 
x=4-22+8B 
Então, as soluções de (S) são os infinitos conjuntos de valores do tipo: 


(4-2 +B;0; 1 + 28; 8), onde (a; B) E IR?;(S) é consistente e indeterminado. 
Alguns exemplos de solução: 


(a; B) = (-2; 1): (9; -2; 3; 1) 
(o; 8) = (0; 0) : (4;0;1;0) 


Exercícios Propostos 


«7.4) Resolva os sistemas escalonados: 


x+2y-32=4 
a) y+42=7 E lagpndod 


2x -3y +z=0 
do É ESA 2! 


4y -z=0 


nu 
La nd 


7.5) Resolva os sistemas escalonados: 


x+ty-22+t=1 3x -y+t z+2t=4 2x -y +24 +2t=1 
a) vet g=t=2 b) y-22+5t=2 od E = t=2 
an +t=t Zz-t =1 
2t = 4 


7.6) Seja o sistema: 


x- ytz=1 
ay + z 

az =b 

a) Resolva-o para a É 0. 
b) Resolva-o para a =b=0. 


mu 
to 


7.3 - MÉTODO DE ELIMINAÇÃO DE GAUSS 


Para resolvermos um sistema qualquer de equações lineares, utilizaremos um 
método denominado método de eliminação de Gauss. 
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sse método consiste em transformar um dado sistema linear (S) em um 
outro (S,), equivalente a (S), sendo (Sy) um sistema escalonado, que é de fácil 
solução 
A transformação de (S) em (S;) faz-se com auxílio das transformações ele- 
mentares, descritas em 7.1. 


Como escalonar um sistema 

Para transformarmos um sistema linear (S) em um outro, equivalente e esca- 
lonado, seguimos os seguintes passos: 

a) Inicialmente, usamos as transformações elementares de modo que a 12 in- 
cógnita, x,, tenha coeficiente ay = 1 na 12 equação. 

b) Depois, para i > 1, substituímos a i-ésima equação pela soma da mesma com 
a primeira equação multiplicada por um número conveniente: o número “conve- 
niente” deve ser tal que se anulem os coeficientes da 1à incógnita, em todas as equa- 
ções (exceto a primeira). Observe que para anularmos o coeficiente da 12 incógnita 
na i-ésima equação, a esta somamos à 13 equação previamente multiplicada por 
-aj - 

c) Em seguida, “abandonamos” a 12 equação e repetimos o processo acima 
para as equações restantes. 

Os exercícios que seguem ilustram o procedimento. 


Exercícios Resolvidos 


7.7) Resolva o sistema: 


2x1 t+x2-2x3=2 
(S) 4x1 - 3x2 + 2x3 = 30 
xitx9+tx3=1 


Solução 

2x1 + x2- 2x3=2 xt x) + x3=1 “ 

4x1 - 3x2 t 2x3 = 30 | esa [mi - 3x2 + 2x3 = 3 o 
x1*+ X2t x3=1 2x1 + x2-2x3=2 


xt Xx2+t x3= xt xt x3=1 
m - Tx - 2x3= 26 — -2-443=0 O - 


(S) 


di x2- 4x3=0 - 7x9 - 2x3 = 26 


ma 


x2 + 4x3=0 
- 7x2 - 2x3 = 26 


x) + 4x3=0 


xt xt x3=1 [Ds x3=1 
26x3 = 26 


O sistema foi colocado na forma escalonada; é do 1º tipo: consistente e determi- 
nado, A sua única solução é (4; -4; 1); podemos dizer que o conjunto-solução de (S) é: 


v = ((4;-4; 1)) 
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7.8) Resolva o sistema: 
Xty+2+rt=6 
(S) [nsizéiis 
-x+ty-z-t=2 


Solução 
[ariris PO. xty+ z+t=6 

(9) 4X +ty-z+t=5 E Aa me 
-x+y-z-t “Lg o: 


x+ty+ z+t 
ES y+3z+t 


2y 


X+ry+ z+ €t=6 
y+32+ t=7 
-62-2t=-10 


Nau 
aaa 
? 
E, 


O sistema foi colocaao na forma escalonada; é do 2º tipo: consistente e indeter- 
minado. Há uma só variável livre: t (não aparece no começo de nenhuma equação). 


Então: 
Xxty rt z=6=t 
[ y+32=7-t 
-62=-10+2t 


Atribuindo-se a t o valor q, «4 E R, obtém-se o sistema: 


x+ty+ z=6-q (1) 
y+32=7-q (2) 
- 62=-10+2a (3) 


Em (3): z = 5-3 3 3 substituindo em (2) obtemos y =2 eem(1) x -S-30 
age 4 pet de (S) são os infinitos conjuntos de valores do tipo: 
G- fa;2 õ- +a; a), onde q E R: 


va (3-3 a: 2 S-+a; o), a E R) 


7.9) Resolva o sistema: 
X=- yerzs2 
(S) 4X+ y- z=7 


x+2y-22=5 
Solução 
X- E e TR Xe y+t 2za2 
(S) <x+t y- 2=7 cs 3y-32=3 DP - 
x+2y-22=5 3y-32=3 
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-y+2z=2 


Xe y+ 2=2 x-y+ 2=2 
x 
*) [ Y-2Z=1 


y- 2-1 P ad yet 1 
3y-%=3 Oy +00 04 
Observe que a equação (*) foi abandonada; ela é satisfeita para todo par ordenado 


(y; 2) E R% é dispensável para a resolução do sistema. 
Note também que o sistema está na forma escalonada; é do 2º tipo: consistente e 


tudalicadando. Há uma só variável livre: z. Então: 


x-y=2-z 
y=1+2z 
Atribuindo-se a z o valor &, «E R, obtém-se o sistema: 


x-y=2-a (1) 
y=1+a (2) 


Substituindo (2) em (1): x=3 
Então: 


v=[(3;1+0;0), â€ R) 


7.10) Resolva o sistema: 
x+2y- 3 =4 
x+3y+ z=11 

(8) 2x +5y - 42 =13 
2x + 6y + 2z = 22 


Solução 
x+2y-3=4 x+2y-3=4 
s) x+3y+ z=1l E sitio! O E 
O dox+Sy-42=13 y+2=5 
2x + 6y + 2z = 22 2y + 8z=14 
x+2y-3=4 x+2y-32=4 
e ado N y+42=7 
Es à DE me 5) 


O sistema está na forma escalonada; é do 1º tipo: consistente e determinado. 
Resolvendo-o: 


V=(0;3; D) 


7.11) Resolva o sistema: 
x+ 2y-2z+ 3t=2 
(S) (2x + 4y-Iz+ 4t=5 
5x + 10y - 82 + 1lt=1 
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7.15) Discuta e resolva o sistema: 


X+ cy Pg 4 
(S) 2x + y+t z=5 
3x +2y +2z=a 


E ya 


(S) dx + y+ z=5 


" 
a 
l 
Ed 
E + 
= 
| é 
Non 
uu 
Ih 
q 
À 


3x +2y+2z2=a -y-z=a-l2 
Xxtytz=4 Xxty+ z=4 

o y+Zs 
-Wazs 


Se a = 9, a equação (*) é dispensável para a resolução do sistema. Então: 
x+tytz=4 
y+2=3 

que é um sistema escalonado do 2º tipo; é consistente e indeterminado. Há uma única 


variável livre: z. Então: 
xty=4-z 
y=3-z 


Atribuindo-se a z o valor &, GE R: 
x+ty=4-a (1) 
y=3-a (2) 

Substituindo-se (2) em (1): x = 1. Então, as soluções de (S) são os infinitos con- 


juntos de valores do tipo: (1;3 - a; a). 
Se a £9, a equação (*) não possui soluções; o sistema é inconsistente. 


a = 9:(S) é consistente e indeterminado, V = ta; 3-a;a), «E RJ 
a & 9: (S) é inconsistente 


7.16) Discuta e resolva o sistema: 


+ =1 
o) já 
+ 4752 
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Sea l,o sistema está na forma escalonada, é do 1º tipo: consistente e de- 
terminado. 


Em (2): y — + e substituindo em (1): x E E 


Se a=1,a equação (2) não possui soluções; o sistema é inconsistente. 


R$umo 


a & 1: (S) é consistente e determinado, V = (14 Ê =) 


a = 1:(S) é inconsistente, V =D 


Uma solução alternativa 
Observe que a matriz incompleta A, do sistema (S), é quadrada e que: 


I | 
det A = =a-1 


| a 


Sea *1,(S) é um Sistema de Cramer: consistente c determinado: 
va 


À E a-2 
a ud E 


1 ME 
E IB 


a=-1 a-l 


Se a=1, o sistema (S) fica: 
x+y=1 
s 
(5) A PR 
Então, escalonando o sistema: 
xy =" 
(8) | +ty=2 


A equação (*) não possui soluções; o sistema é inconsistente. 


7.17) Discuta o sistema: 


" 
já 


Xx+ y- 2 
(S) l2x+3y +az 
xtay + 3z 


" 
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Solução 
x+ y- o x+ty- z=1 

(S) (2x+Iy+raz=3 me vi8t0e= | AD 
x t+ay+3=2 (a-l)y + 42=1 
xty-z=1 xty-z=1 

= yt(a+22=1 ma y+(a+22=1 


(-a2-a+6)z =2-a (*) 


Observe a equação (*). 

Sea f-3ea 2 o sistema está na forma escalonada; é do 1º tipo: consistente e 
determinado. 

Se a = 2,o sistema escreve-se: 


x+ty- 2=1 
yt4=1 
Está na forma escalonada e é do 2º tipo: consistente e indeterminado. 
Se a=-3, a equação (*) escreve-se: 


Oz =5 
e não possui soluções: o sistema é inconsistente. 


Resumo 


af-3 e a £2:(S) é consistente e determinado 
E 2: (S) é consistente e indeterminado 
a = -3:(S) é inconsistente 


Uma solução alternativa 


Observe que a matriz incompleta A, do sistema (S), é quadrada e que: 


» 1 4 
detA=|2 3 al = a2-a+6=-(a+3a-2) 
La 3 


Sea £-3ea2, (S) é um Sistema de Cramer: consistente e determinado. 
Se a = -3 temos: 


Xx+ y- 35 Etys zu] xt y- z=1 
(S) 42x +3y-3=3 z di pre Eumif 
x-3y+3z a +42=1 Oy $ 


A equação (*) não possui soluções: o sistema é inconsistente, 
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Se a=2 temos: 


à Ae e, A e xt+ty=- z=1 “t+ y- Z=l 
(S) qu +Iy+2=3 E da. do y+42=1 

dd pedem mpsoEs Co 

Para efeito de resolução do sistema a equação (*) pode ser abandonada; então, o sis- 
tema está na forma escalonada e é do 2º tipo: consistente e indeterminado. 


7.18) Discuta o sistema: 


(s) ax + y=b 
x+ay=b2 


Solução 


es ax + meias a x +ay=b2 
ceecul oc voo > 


Fixe sua atenção na equação (*). 

Seaflea-l o sistema está na forma escalonada, é do 1º tipo: consistente 
e determinado. 

Se a=1,o sistema escreve-se: 


Xx+ y= b2 
O O 


Se, então, b=0 ou b=1, a equação (*) escreve-se: 
: foi 
dispensável para a resolução do sistema, que é então consistente e indeterminado. 
Se, entretanto, b£0 e b £ 1, a equação (*) não possui soluções; o sistema é in- 
consistente. 
Se a=-l, o sistema escreve-se: 


x- y=b2 
Oy = bed? (9 
Se, então, b = 0 ou b = -1, a equação (*) escreve-se: 


Oy = 0 


dispensável para a resolução do sistema, que é então consistente e indeterminado. 
Se, entretanto, b£0 e b -1, a equação (*) não possui soluções; o sistema é in- 
consistente. 
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Resumo 
al e a-l1:(S) é consistente e determinado 
b=0 ou b=h1:(S) é consistente e indeterminado 
a=1 
DO e bI:(S) é inconsistente 


a f =0 ou b=-1:(S) é consistente e indeterminado 
b£O e b&-l:(S) é inconsistente 


Resolva agora o mesmo problema utilizando-se da Regrade Cramer. 
7.19) Discuta o sistema: 


3x +2y + z=4 
(S) 4 5x+ay +5z=b 
x vue) 


Solução 
3X+2y+ 2=4 x- dias d 
(Ss) setaraseoo | - + Sxtay+5Sz=b - 
Xx- y+22=2 3x+2y+ z2=4 
x-y+22=2 Xx-y+22=2 
- (S+a)y-5z=b-10 ma Sy-Sz=-2 me 
ds caras] (S+a)y-5z=b-10 
-yt2z=2 Xx-yt+22=2 
E y- 21=% = o qd 
(5+ay-Sz=b-10 2 


5 " 


Observe a equação (*). 
Se a 0, o sistema está na forma escalonada, é do 1º tipo: consistente e deter- 


minado. 
Se a=0, o sistema escreve-se: 
x-y+22=2 
e a 
y a 


O2=b-8 (*) 
Se b=8, a equação (*) é: 


Oz = 0 
dispensável para a resolução do sistema, que é então consistente e indeterminado. 


Se, entretanto, b & 8, a equação (*) não possui soluções; o sistema é inconsis- 
tente. 
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Resumo 
a &oO0: (S) é consistente e determinado 
b = 8: (S) é consistente e indeterminado 


» 
" 
o 


b&8: (S) é inconsistente 


Uma solução alternativa 


Observe que a matriz incompleta A, do sistema (S), é quadrada e que: 


3 é A 
detA =| 5 a 3 ]|=3 
1 12 


Se a 0, (S) é um Sistema de Cramer: consistente e determinado. 
Se a=0,o sistema escreve-se: 


(S) 45x +52 =b 
3x +2y+ z=4 Xx- y+2z= 9 
(S) 45x + 5z = | os 45% + 52=b as 


Xx- yt2U= 3x +2y + z=4 


E y+*2 Xx- y+22=2 
- 5y - 5z 


: 
d- 1/5) — di 00 a 
Sy-52=-2 Sy-52=-2 


Se b=8, a equação (*) é dispensável para a resolução do sistema que, então, está na 
forma escalonada e é do 2º tipo: consistente e indeterminado. | 
Se b 8, a equação (*) não possui soluções: o sistema é inconsistente. 
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7.4 — SISTEMAS HOMOGÊNEOS DE EQUAÇÕES LINEARES 


Vimos em 6.2 que um sistema linear homogêneo é aquele em que os termos 
constantes são todos iguais a zero: 
anX, + ajX2 tax +... + dinXn = 
azX +tazxX +azgxX +... + amXn = 


(S) 


* WÉDIS, DGE dr io) 0ridi lota p micaga do oo did 


Vimos também que uma solução evidente do sistema é a solução trivial: 
x = 0; x = 0, x3=0, ss Xn 2,0 
Então, um sistema linear homogêneo é sempre consistente. 
Se o sistema linear homogêneo for determinado possuirá uma única solução: 
pec e for indeterminado, possuirá infinitas soluções: a trivial e outras, distin- 


Exercícios Resolvidos 


7.20) Resolva o sistema: 
xt ytz=0 
(S) 42x + y-z=0 


3x + 2y =0 
Solução 
x + AÇÕÃ a x ty+ E=0 
(S) (2x + y-2=0 “41 -y-n-00 - 
3x + 2y =0 -y-32=0 
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Observe que a equação (*) foi abandonada; ela é satisfeita para todo par ordenado 
(y; 2) E R?; é dispensável para a resolução do sistema. 

Note também que o sistema está na forma escalonada; é do 2º tipo: consistente e 
indeterminado. Há uma só variável livre: z. Então: 


xt+ty=- 
[ y=-3 
Atribuindo-se a z o valor &, « E R, obtém-se o sistema: 
x+ty=-a (1) 
[ y=-3a (2) 
Substituindo (2) em (1): x = 20. 
Então: 
v = (ca; -3a; 0), « E R) 
Exemplos de soluções: 
a =0:(0; 0; 0), a trivial 
a=1:(2;-3; 1), não-trivial 
a = 2: (4; -6; 2), não-trivial 
7.21) Resolva o sistema: 
3x +2y- z=0 
4x - y+32=0 


Xx- y- 7=0 


Solução ; 
3x +2y- z=0 Xx- y- dei 
(S) 44x - peca | - 44x- y+32=0 é 


x- y- 2=0 3X +2y - 2=0< 


x- y- z=0 Xe ye 280 x-y- z=0 
7 7 

ms 3y + 72 =0 ma der rg ma, pg =0 
2 

5y+22=0 5Sy + 22=0 -21,=0 


O sistema está na forma escalonada; é do 1º tipo: consistente e determinado; 
possui somente a solução trivial: 
v = ((0;0;0)) 
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Uma solução alternativa 


Observe que a matriz incompleta A, do sistema (S), é quadrada e que: 


à MU 
detA=|4 1 3/)=29 
ERES 91 


Então, (S) é um Sistema de Cramer: consistente e determinado; e como é homogêneo, 
sua única solução é a trivial. 


7.22) Discuta o sistema: 
mx+ y+2z=0 
(S) 4 -mx+2y+3z2=0 


E y =0 
Solução 
mx+ y+2z2=0 x+ y Ed 
(S) 4 -mx+2y+32=0 ms -mx+2y+3z=0 Ed 
+ y =0 mx+ y+2z=0 
x+y =0 (** x+y =0 
3 
ie eo o (m+1)y+22=0 
27 ds m &-2 
eo RR E 
sm+1, . $ 
E Ai o 


Observe que estamos supondo m É -2. 

Se m + o sistema está na forma escalonada e é do 1º tipo: consistente e 
determinado (somente a solução trivial). 

Se m= + , a equação (*) pode ser abandonada; o sistema está na forma esca- 
lonada e é do 2º tipo: consistente e indeterminado (infinitas soluções: a trivial e outras). 

Mas, o que acontece com o sistema se m = -2? Veja-o em (**) “antes” da mui 


pes la 
tiplicação por 5 : 


x+ y=0 x+ y =0 


Rá di 3y + z=0 
3y + 2z 32 =0 
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O sistema está na forma escalonada; é do 1º tipo: consistente e determinado 
(somente a solução trivial). 


Resumo 


b= abs (S) é consistente -e indeterminado; possui somente a solução trivial. 


5 
pal. 


5 distintas da trivial. 


Uma solução alternativa 


Observe que a matriz incompleta A, do sistema (S), é quadrada e que: 


m 
det A=|-m 
1 


1 
2 
1 


2 


3/=-Sm-1 


0 


(S) é consistente e determinado; possui infinitas soluções: a trivial e outras, 


Se m > (S) é um Sistema de Cramer: consistente e determinado; e como é homo 


gêneo, sua única solução é a trivial. 


1 a 
Se m= "0 sistema escreve-se: 


2x + y.+ 2z 


Lys m 


5 
Xe y 
EO y =0 
ps Éy+%=0 
Éy+2=0 


+ 


v +22 


+ 2 + 3 


| 
o 


y 


=0 
=0 
=) 

ai es Elo 
dx+2y+%=0 
-1 
çx+ y+2Z=0 
x+y =0 

sp» 

y+37=0 3) 

Sy+m =0 
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x+y =0 


5 
y +qe 20 


E, o sistema na forma escalonada é do 2º tipo: consistente e indeterminado; além da 
trivial, possui infinitas soluções não-triviais. 


7.23) Determine o número real a para que o sistema: 


Xx=-.y+ 2=0 
(S) 42x + y-32=0 
x+ay-42=0 


admita soluções distintas da trivial. 


Solução 
x- y+ si fo S M aO 

(S) 42x+ y-32=0 m- E) me 
xt+tay-42=0 (a+1)y - 52=0 


x - yt z=0 x-y+ 2z=0 
nd 5 = 
dna vá E 
(a+1)y-5z=0 


Para que o sistema (S) admita soluções distintas da trivial, ele deve ser indetermi- 
nado. Para que isto se dê, em sua forma escalonada o sistema deve apresentar menos 
equações do que incógnitas, isto é,deve ser do 2º tipo, (veja página 174). Então, em 
Sa - 10 

3 


(*) fazemos =0, istoé, a=2. Observe que para a= 2 a equação (*) pode ser 


abandonada para a resolução do sistema. (Veja o problema 7.24.) 


7.24) Demonstre o seguinte teorema: 


Solução 
Em sua formulação matricial seja (S): 
AcX=0 


180 


12 parte 
Hipótese: (S) admite solução não-trivial, isto é, (S) é indeterminado. 
Tese: A é singular, isto é, det A = 0. 


De fato, devemos ter det A = 0, pois se det A £0 o sistema seria de Cramer: de- 
terminado, contra a hipótese. 
22 parte 

Hipótese: A é singular, isto é,det A = 0. 

Tese: (S) admite solução não-trivial, isto é, (S) é indeterminado. 

(S) é consistente, e pode ser colocado na forma escalonada; não pode ser um 
sistema escalonado do 1º tipo: 

AX=0 


pois este é de Cramer, e det A! 0; como A' se obtém de A através das transformações 
entares também det A £0, contra a hipótese. Então o sistema escalonado é do 28 
tipo: indeterminado. 
Observe que este resultado facilita a solução de um problema como o 7.23. 


Exercícios Propostos 


7.25) Resolva os sistemas: 


3x + 4y=2 4x +2y=5 
a) b) 
x-2y=3 6x +3y =7 
7.26) Resolva os sistemas: 
4x -3y +372=0 2x +3y-2=5 
a)46x+ y-92=9 b)3 x-2y+32=2 
2x -5Sy-62=5 4x - y+t4z2=1 


x+2y+ 32=3 
oOt2x+3y+ 82=4 
3x +2y + 172 =1 


7.27) Resolva os sistemas: 


x+2y=3 x+2y+2z2=2 

3x - =2 3x-2y- 2=5 
a) : b) ” 

4x + y=5 2x - 5Sy+3z =-4 

Sx-4y=1 x+4y+62=0 
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7.28) Resolva os sistemas: 7.35) Determine o número real a para que o sistema: 


X+IKm art = 3 x+5y+472-13=3 xtay+z=0 
as 2x +4y +42+3t=9 D) 73x =p ED +" St ="2 x+ y+2z2=0 
3x + 6y- z+8t=10 2x +2y+32- 4t=1 ax + y+z=0 


admita soluções distintas da trivial. 
7.29) Resolva os sistemas: 


Xx+ y+22=0 3x +2y- z=0 7.36) Verifique que se a, b e c não são nulos, o sistema: 
a)4x+2y+32=0 b) -x+ y-32=0 b+ox+(c-a)y+(b-a)z=0 
x-2y-32=0 2x + y+42=0 (c-b)x+(c+a)y +(a-b)z=0 
ix + 2y- 32=0 (b-cx+(a-cy+(a+b)z =0 


i l trivial. 
x+2y-52+4t=0 admite somente a solução trivi 


oO)42x-3y+22+3t=0 


7.37) Discut ist Ê 
4x -Ty+ z-6t=0 ) Discuta os sistemas 


x- 2y+52=5 xtyAa 2=:6 
= e - = 
7.30) Discuta e resolva os sistemas: Dj2Xx+ ay + 2=1 bia + <= dna 10 
a cê “ spo = 
bi y=2 E Pcbioden 5x - 10y - 7z=b 4x +ytaz=b 
a adido donos 7.38) Para ab £0, discuta o sistema: 
, ax tay + z=1 
7.31) Discuta os sistemas: 
ax+t y+bz =1 
E+y + 2z= 1 x+ y=3 
x+by +b2z=1 
a)43x-y+22=3 b)y2x+3y =8 
ytkz=-2 x-my=3 7.39) Discuta o sistema: 
mx+ y+t z=1 
7.32) Discuta os siscemas: xt+my + z=m 
Kx+ + 2=1 d) x+2y + kz = x + y+mz=m 
as x+ky+ z=1 2x Fky + 8z=3 , | 
x+ yt+kz=1 7.40) Resolva o sistema: 
Xx+ y+ zZz=1 
7.33) Discuta os sistemas: ax + by+ cz=d 
x+ ytkz=2 x oa ES a2x+ b2y + c2z= d? 
a),43x+4y + 22=k by2x+ky- z=-2 sabendo-se que a, b e c são distintos dois a dois. 
E g 4 *ipriãa 1 7.41) Discuta os sistemas: 
x+ y=1 3x - y=0 À x+ 2my =n 
A E Ê c 
7.34) Discuta os sistemas: a) Goi de td sai 6 cd 
-=xt+y- z=0 x+2y+3z=kx b) 3 
a4 x-y+kz=0 b)j2x+3y+ z=ky ax -2y = 
2x+y- 2=0 3x + y+2z2=kz x-3y=1 
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7.42) Discuta o sistema: 
xcosa - ysena -z=0 
x sena + y cosa = 1 


xcosa + ysena - zcos 24 = O 


7.43) Para que valores de k o sistema: 
X+y= E 
x+y=senk 


é indeterminado? é inconsistente? 


7.44) a) Determine os valores de k para que tenha solução a equação matricial: 


2 5 55 x 1 
4 10 .2)º] yJ=|S 
6 15 + z k 


b) Resolva a equação na condição do item anterior. 


7.45) Para que valores de a e de b o sistema: 
x1t 2x2 + 3x3 = 14 
x1t 4x) + 9xz = 44 
x1 + 8x9 + 27x3 = 134 
— 6x) - 15x3 = à 
x1-2x)- 15x3=b 
é consistente? 


7.46) Para que valores de a e de b o sistema: 
x1*t x29+2x3=0 
x1-2x)+ x3=0 
x * x)+ x3= à 
3x,- x2+2x3=a+b 


é consistente e indeterminado? 
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Capítulo 
? Outros temas 
importantes 

a! 


8.1 “OPERAÇÕES ELEMENTARES SOBRE LINHAS 


Definição 
Seja A uma matriz de ordem m X n. 


Chamam-se operações elementares sobre linhas ( 09 quaisquer das seguintes 
transformações feitas sobre as linhas de A: 


protegidos 05d 2º 
k :  multiplicamos todos os elementos de uma inha 


por um número k, k £ 0: 
somarmos a uma linha uma outra, esta previamen- 
te multiplicada por um número. 


8.2 —MATRIZES EQUIVALENTES POR LINHAS 


Definição 
Uma matriz B, de ordem m X n, é equivalente por linhaã matriz A, de ordem 


mXn, se B for obtida de A através de uma sequência finita de operações elemen- 
tares, feitas sobre as linhas de A. Se B é equivalente por linha à A, indica-se: 


B=AA 


Observe que: 


a) A-— A, para qualquer A 
b)se A — B então B- A 
c)seA-BeB-CentãoA-C 
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Exemplos 
Seja a matriz: 
A.|: bB € N 
* y az t 


São equivalentes por linha à matriz A, as seguintes matrizes: 


a À 
NDPEG q 


Observe que em A trocamos as posições de duas linhas obtendo B; B- A 
pela oe 1. 
Para indicarmos a transformação feita (oe 1) em A, usamos a notação: 


b d 
ado : c |n 
é E A 


a b Cissa 
b)C = 
SE — 3Y “Ja 


Observe que em A multiplicamos a 22 linha por 3 obtendo C; C— A pela 
oe 2. 


Para indicarmos a transformação feita (oe 2) em A, usamos a notação: 


go ao bisuenvd 
> dbado doado Ala ) 
a b d 
c) D = E 
X+24 Vv+t2b zt2e t+tad 


Observe que em A multiplicamos os elementos da 12 linha por 2 e somamos, 
ordenadamente, aos elementos da 22 linha obtendo D; D- A pela oe 3. 
Para indicarmos a transformação feita (oc 3) em A, usamos a notação: 


E b c | Do 
A = 

Key sbgóvt 

8.3 - MATRIZ ESCALONADA 

Definição 


Seja a matriz A = [a;jlmxn- 
Diz-se que A é uma matriz escalonada, ou ainda, que está na forma escalonada 
quando: 
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19) em cada uma das k primeiras linhas (1 < k < m) há pelo menos um ele- 
mento não nulo; e se k <m as linhas de ordem k + 1,k + 2, ...,m são constituídas 
inteiramente por zeros, (se k = m não há linha cujos elementos são todos iguais 
a zero). . 

2º) o número de zeros que precedem o primeiro elemento não nulo nas k 
primeiras linhas cresce “da esquerda para a direita, de linha para linha”. 


Exemplos 
1 2d, 47 
0i3. dad k primeiras linhas (k = m) 
7 3 
0 O | 
o : 4 9 k primeiras linhas (k <m) 


O blcuea uu 


o “O O fuetinhanuia 


k primeiras linhas (k <m) 


linha nula 


As operações elementares sobre linhas permitem transformar qualquer matriz 
A, não nula, em uma outra B, escalonada, e tal que: 


A-B 


Exemplo 

Observe no exemplo abaixo, que os passos executados para a transformação 
de uma matriz A em uma outra B, escalonada, guardam uma semelhança com os 
passos descritos para a transformação de um sistema (S) em um outro (S”, es- 
calonado. 

Seja então a matriz: 
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a: 
É 2º) Seja a matriz A=|4 S 6]; escalonando-a obtemos: 

5 RD 
1 Zita 
A =|/0 3 -6 
0 FOSU 

A matriz acima está na forma escalonada; compare as transformações feitas, e, portanto p(A) = 2 
com aquelas executadas no escalonamento do sistema do exercício 7.8; note que 


são análogas. 


l 
j ) E ; ; escalonando-a obtemos: 
Esta analogia permite-nos enunciar o seguinte: 2) 


» dd 2 


Teorema ; À dc d 
A = 
Os ad) PR a: 0 0 00 


148 Jestissh 
e, portanto p(A) = 1. 


3 q 
3º) Seja a matriz A -| 


Li: vu ap X=D sistemas lineares com 
as respectivas matrizes completas: lá io] 


e rh linhas então os sistemas são diiiiompos 


Exercícios Resolvidos 


8.1) Determine a característica da matriz: 


8.4 —- CARACTERÍSTICA DE UMA MATRIZ 


157 0,,.:0):1:0) 
Oy ar Op O 
A = 
Definição a 
Seja A uma matriz não nula. Doo Doda 
Seja A” a matriz escalonada, equivalente por linha à matriz A. 
O número de linhas não nulas da matriz A' é, por definição, a característica Solução : 
da matriz A; indica-se com: Devemos colocar a matriz na forma escalonada: 
P(A) 1000 1000 1000 
pás dy à O. 0100 1 0 
Se A=0 define-se p(A) = 0. 0100 0000 0.0 011 
9: 0 O q O SO JO) 24:00:50 


Exemplos 


I 2 
o) j i = e - Ê 
1 jo sea Ê | ci 8.2) Discuta, segundo os valores de a, a característica da matriz: 


e] 
neo E e, portanto p(A) = 2. ia É Go 
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O número de linhas não nulas na matriz escalonada é 3; então p(A) = 


Solução 
Escalonando a matriz obtemos: 


ua 1 1 1 


1a 2h] -|o as GS o 1 | ED 
1 a 0 3 


-— 


Observe que admitimos a & 1. 
Se, além disso, a £ 2: p(A) = 3. 
Se a=2, a matriz (*) escreve-se: 


e, p(A) = 2. 


E qual a característica, se a = 1? 


Retomando a matriz (**); “antes” da multiplicação por + temos: 


» unção VARA O 
001 dd oo 
O 0 O 

e, p(A) = 2. 
Resumo 

sai ce a%&2 p(A) = 3 

a=2: P(A) =2 

a=1: p(A) =2 


8.3) Determine a para que a característica da matriz: 


1 INTETAS 
ASLZ ot E $ 
o Dr E 
seja igual a 2. 
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a ts 4 de do 4 
à Md Ss «os a 310D- 
W2 2. 0 1-1 a-12 

DE E E. post 41 


mao 12.5 kd O 1 1/13 
Para que p(A) seja 2, deve-se ter a = 9. 


Exercícios Propostos 
8.4) Determine as características das matrizes: 
9 2 22816 4 3 E 
5 l b)| 6 , Mali ia 
2 5 -6 5 


8.5) Determine as características das matrizes: 


1 2 1 2'3 
) 3 4 » Sos 
a 
4 1 4 E: 
5 -4 s 4 1 
8.6) Determine as características das matrizes: 
1 2 3 1 2 6 Ss] 
aaji - 2 q 1 4 3. 2 
b) 
2 1 2 0 -1 6 24 
“4 À q 
8.7) Determine as características das matrizes: 
d+. & Daus6 à d& Auskçã 
ori 2 Ao 3 3-8 
a) b) 
SM Bob 3 mM, 2 À 
oC0o0oão 4 % 4 2 6 


8.8) Discuta, segundo os valores de a, a característica da matriz: 


1 + a 
A=|1 -a 1 
a -1 -1 
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8.9) Discuta, segundos os valores de k, a característica da matriz: 
Qué] pur 
Ami Ze Bs 2 
di 13 ENE B 


8.10) Discuta, segundo os valores de k, a característica da matriz: 


Mt. Ouaakt É 
Asdk 4 A 
E a ED | 


8.11) Discuta, segundo os valores de m e de n, a característica da matriz: 


1 2 im 2 
A=|1 411 1 
e Sa 


8.12) Determine & para que a característica da matriz: 


1 03 -2 
é 
3 Aa TE 


seja igual a 2. 


85 — TEOREMA DE ROUCHÉ-CAPELLI 
Teorema 
Seja um sistema linear de m equações e n incógnitas: 
aux Fápã *&.e Fama = br 


anX tax, +..+ danXn = b> 


E a am Pow gos pgs abr rs 


dj SR) - dim am diz 

dz1 d22 dn 1 az, d22 
A = e TA!B]= 

àm, Ima âmn âm ma 
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e p(A) e pí(LA ! BJ), respectivamente, as suas características. 
ntão: 


» (S) é consistente se e somente se p(A) = p(LA | BJ). 
Demonstração 
- Seja (S') o sistema escalonado equivalente a (S) e sejam A' e [A'| BJas 
matrizes incompleta e completa de (S'); então: 
A'- A 
[A'| BJ - [A/B] 
Suponhamos que (S) é consistente; (S') pode ser de dois tipos: 


' ' ' ' 
anX, + axo +... tainkn=b 


o ES Sar a2nXn =b aj; *0 para todo i 
1º tipo onde ; 
EDGE Es SR di CADA rd O I<i<«m 
' 
annXn = bn 
anXi tax  +tajxs + tatnXn =Dbi I<j<jj<.. <jm 
' , ' , e “os coeficientes ini- 
a2zjXj, +tazjtiXjti +...taznXn =bz onde pia 
2º tipo Ha da “ap ia E ciais não 
PRESO Ee 2 nulos” 
4 ' +, 
amjmXim * 2m,jm +! Nim + + âmnXn = bm m<n 


Se (S') é do 1º ou do 2º tipo o número de linhas nulas em A'e em [A' ! B] 
é o mesmo, isto é: 
p(A) = p([A | BJ]) 
Inversamente, se p(A) = p([A :B]) = n, (S') será do 1º tipo e (S) será 
consistente e determinado; se p(A) = p([A | BJ) <n, (S') será do 2º tipo e (S) 
será consistente e indeterminado. 


Resumo 
Considere o sistema linear (S), de m equações e n incógnitas, que na notação 
matricial escreve-se: 


Exercícios Resolvidos 


8.13) Classifique, utilizando o Teorema de Rouché-Capelli, o sistema: 
xt y+ 2m=1 
SM 42X+ y-22=2 
4x -3y +2z=30 
Solução 


Devemos escalonar a matriz completa de (S) (estaremos escalonando também 
a matriz incompleta): 


rd ria E e e 1 q 
1 + [940 4700 -Jo teto bo 
4-3 2:30 0 7 2:26 0 7 2:26 
e. 
1 
26 


Usando a notação do teorema acima, observe que: | 

19) O número de linhas não nulas em A é 3; daí P(A) = 3. 

2º) O número de linhas não nulas em [A ;B] é 3; daí p(JA BD=3. 
Então, como p(A) = P(A! Bb =n=3, (S) é consistente e determinado. 


8.14) Classifique, utilizando o Teorema de Rouché-Capelli, o sistema: 
x+ y+ z=1 
(S) 4x+2y+22=2 
x+ y+ z=0 


Solução 
E si 
Wa tip] « 
Rm ct io 


O número de linhas não nulas em A' é 2; daí p(A) = 2. 
O número de linhas não nulas em [A !B]é 3; daí p((A ! B) = 3. 
Como p(A) < p(ÍA |BD, (S) é inconsistente. 


8.15) Classifique, utilizando o Teorema de Rouché-Capelli, o sistema: 
Xx+ y+2z2=2 
(9) 42x+ y+ 2=0 
4x +3y +5Sz=4 
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Solução 
faq 212 11 212 
! 1 &% 

do by -|0 “1 1410 

3 514 0 1 314 
Ri a: A 
0% 1 31 

131 


O número de linhas não nulas em A é 2; daí p(A)=2. 
O número de linhas não nulas em [A :B] é 2; daí p([A :B) = 2. 
Então p(A) = p([A: B) <n = 3: (S)€ consistente e determinado. 


8.16) Discuta, utilizando o Teorema de Rouché-Capelli, o sistema: 


32 -4y=1 
(S) 44x -22=2 
2y -3x=3-k 
segundo os valores de k. 
Solução 
o 4 3 
4 0 2 
-3 2 70 
-1 
1 0 2 
O TO = 3 
aids O 
1 
| D =g 
3 
ma 0 1 SF 
3 
02 TI 


Observe que se k É 5 o número de linhas não nulas em A é2€ daí p(A) = 2, 
e o número de linhas não nulas em [A'; B] é 3 e daí p([A!B) = 3:(S) é incon- 
sistente. 

Se k = 5, em Ae em [A'|B']o número de linhassnão nulas é 2 <n = 3: (S)é 
consistente e indeterminado. 
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Resumo 


k ÉS: (S) é inconsistente. 
k = 5:(S) é consistente e indeterminado 


Exercícios Propostos 


8.17) Use o Teorema de Rouché-Capelli para classificar os sistemas: 


x + 2x2 + x3=2 x, + 2x2 - 3x3 - 4x4 = 6 
3x + x2- 2x3=1 b4 x) + 3x) + x3- 2x4=4 
4x1- 3x) - x3=3 2x, + 5x2 - 2x3 - 5x4 = 10 


2x, + 4x2 + 2x3 = 4 


8.18) Use o Teorema de Rouché-Capelli para classificar os sistemas: 


X + x+t2x3+ xq=5 XxX + x2+t x3+t x4=0 
a)42x,1+3x,)- ,x3- 2x4=2 bs x1t 3x) + 2x3+4x4=0 
4x1 + 5x2 + 3x3 =7 2x1 + x3- x4=0 


8.19) Use o Teorema de Rouché-Capelli para classificar os sistemas: 
Xx1+ x2+ x3=4 Xx1*t Xx29+t x3=4 
2x,+ 5x2- 2x3 =3 b)s 2x, + 5x2 - 2x3=3 


x1t 7xy- 1x3=5 


Xi txt x3+x4=0 
X+x9+tx3-x=4 
co) 


XxX *X2- x3 + x4=-4 


x1- xXx) +tx3tx4=2 


8.20) Discuta, utilizando o Teorema de Rouché-Capelli, os sistemas: 
2x +3y=4 ax + = 
a) b) ab 
2x +ay =4 4x +ay=2a 
segundo os valores de a. 


8.21) Discuta, utilizando o Teorema de Rouché-Capelli, o sistema: 
mx+ y+t z=1 
x+my+ z=1 
x+ y+mz=-2 


segundo os valores de m. 
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Exerpícios Suplementares 


1.1) quais valores de À o sistema: 
x-NW=1 
ga ty=0 
2x +3y=-2À 
admite soluções? Resolvê-lo em seguida para os valores encontrados de PR 


I1.2) Discuta, segundo os valores de À,o sistema: 
XX + y- 2z=1 
2y + hM =0 
+ 3y =1 


I[.3) Determine m para que as duas matrizes: 


m 1 + m ii 11 
o 2 m O 2 mo 
à A 1:,:3. DA 


tenham a mesma característica. 


W1.4) Determine m para que as duas matrizes: 


: 1 m 0 
tz d mM 
mp 73 a RR 


tenham a mesma característica. 


H1.5) Seja (S) um sistema linear homogêneo de m equações e n incógnitas., Demonstre que se 
m<n, isto é, o número de incógnitas excede o número de equações, (S) admite solução 
não-trivial. 


11.6) Mostre que se ad - be É a matriz 1 é equivalente por linha à matriz 


ta 


11.7) Reduza a matriz 


z 
" 

to 
m 
a 
a 


à forma escalonada. 
Suponha que M é a matriz completa de um sistema linear A * X = B de 3 equa- 


ções e 3 incógnitas. Discuta-o. 
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Processos básicos 


de contagem 


9.1 — INTRODUÇÃO 


A Análise Combinatória tem por finalidade determinar o número de possi- 
bilidades de ocorrer um dado evento, a quantidade de maneiras de se realizar uma 
certa experiência, sem, necessariamente, descrever cada uma das possibilidades, 
cada uma das maneiras. É, em síntese, um estudo de regras de contagem. 

Uma grande variedade de problemas puramente matemáticos, ou que surgem 
em díversos setores profissionais, em atividades esportivas ou de lazer, pode ser 
resolvida sem que sejam formalizados conceitos algébricos para sua solução, bas- 
tando uma contagem direta ou uma simples operação aritmética. É muito comum 
aparecer esse tipo de problema durante a resolução de exercícios mais complicados; 
isso mostra a necessidade de estarmos familiarizados com os raciocínios (elemen- 
tares) exigidos para a sua solução. Vamos, então, a um treino através de exercícios. 


Exercícios Resolvidos 


9.1) Quantos anos governou um ditador que tomou o poder em dezembro de 1936 e foi 
deposto em dezembro de 19497 


Solução 
19) podemos fazer uma contagem direta: os anos de governo foram 


1937, 1938, 1939,...,1949 

Temos, então, 13 anos de governo 
29) observando que 1 936 não se incluí nos anos de governo, podemos entender o 
problema sob o seguinte enunciado: “quantos números inteiros há no intervalo 
11936; 1949]7” 

A resposta é dada pela diferença: 

1949-1936 = 13(anos) 
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9.2) Determine o número de soluções inteiras da inequação (x - 36) (x - 49) < 0. 


Solução 
Resolvemos, inicialmente, a inequação: 


(x-36) (x-49) < 0 
h V=[xEZ|3%6 <x< 49) 
36 49 x 


+ FAS — % + 


A exemplo do que fizemos no exercício anterior, o número de da inteiras 
pode ser obtido por contagem direta (36, 37, 38,..., 49 -» 14 soluções) ou deter- 
minando, por diferença, quantos números inteiros há no intervalo [36; 49]; nesse caso, 
no entanto, devemos notar que apenas a diferença 49 - 36 não fornece o total correto 
pois, ao côntrário do exercício anterior, o extremo inferior do intervalo (36) está 
incluído entre as soluções, devendo, por isso, ser acrescentado como um elemento a 
mais. Portanto, o número de soluções é dado por 


49-36 + 1 = 14 ou ainda: 49-35 = 14 
Os diagramas abaixo ilustram as soluções dos dois exercícios: 


anos de governo 


1936 1937 1938.3030... 1949 1950. 
1-4 + 
VA 


1949-1936 = 13anos 


soluções inteiras 
[>>>] 


35 36 37 38 39 ss 49 50 
—[-—— + 4 D+ 


49 - 35 = 14 soluções 


9.3) Quantos anos bissextos houve entre 1839 e 1978? 


Solução 


Lembremos que um ano bissexto é representado por um múltiplo de 4, ou seja, 
é da forma 4k, onde k € Z. Devemos, então, determinar quantos valores pode k 
assumir, de modo que 
1839 < 4k < 1978 
(note que isso nos leva de volta ao exercício anterior: “quantas soluções inteiras tem a 
inequação acima?”) 
Temos, então: 


1839 1978 
Er <CÉ< 4 


459,15 <k < 494,50 


soluções inteiras 


459 460 461 ves apa 495 
tera ip vi tetos Das q reinan oo 


494 - 459 = 35 soluções 


Assim, obtemos k = 35, ou seja, houve 35 anos bissextos entre 1839 e 1978. 


9.4) Determine a quantidade de múltiplos de 7 existentes entre os 450 primeiros números 
naturais. 


Solução 


O problema fica resolvido com a seguinte interpretação: “quantas vezes 7 cabe” 
em 450º”. Uma simples divisão nos fornece a resposta: 


450 | 7 
30 64 
2 


Logo, temos 64 múltiplos de 7 entre os 450 primeiros naturais. 


Observação — Para um leitor (matematicamente) bem informado, os quatro exer- 
cícios acima poderiam ser resolvidos com os conceitos de progressão aritmética pois, 
em todos eles, as segiiências de números que constituem as soluções são progressões 
aritméticas. Por exemplo, no exercício 3, os anos bissextos (múltiplos de 4) entre 1839 e 
1978 constituem uma PA de razão 4: 


1839 < 1840; 1844; 1848;...:1976 < 1978 

onde ar = 1840 é o múltiplo de 4 imediatamente superior a 1839, e an = 1976 é 0 
múltiplo de 4 imediatamente inferior a 1978. 

Então, o número de termos n da progressão pode ser determinado pela expressão 
do termo geral de uma progressão aritmética: 

an=at(n-1)er 
Assim: 
1976=1840 + (n-1)+4, 
e daí: 
n=35 


9.5) Treze times disputam um campeonato de futebol em um único turno (isto é, dais 
times se defrontam uma única vez). Ao vencer uma partida, um time ganha 2 pontos; 
ao empatar, ganha 1 ponto. Pergunta-se: 


a) quantas vezes cada time deve jogar? 
b) qual o máximo número de pontos que um time pode obter? 
c) qual o maior valor possível para a soma dos pontos de dois times? 
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Exercícios Propostos 


$ 9.9) - Quantos anos viveu uma pessoa que: 


q a) nasceu em dezembro de 1910 e morreu em dezembro de 1977? 
ob) nasceu em janeiro de 1893 e morreu em dezembro de 19497 
c) nasceu em dezembro de 1898 e morreu em janeiro de 1979? 


º 9.10) Sendo a e b números inteiros ea <, b, determine a quantidade de elementos inteiros que 
há em cada um dos intervalos seguintes: 
a) Ja; b] c) la; b] 
b) [a; b[ d) Ja; b[ 


* 9.11) Determine o número de soluções inteiras de cada uma das seguintes inequações: 


)2<Vx<1l b)4<LVx+3<7 


e 9.12) Quantos anos bissextos houve entre 1589 e 1725? 


e9.13) Quantas semanas completas há em: 
a) lano? b) 1000 dias? 


*9.14) Numa urna há 500 bolas numeradas de 1 a 500. De quantos modos é possível retirar 
uma bola que tenha um: 
a) múltiplo de 2? 
b) múltiplo de 3? 
c) múltiplo de 11? 


* 9.15) Suponha que, no início de um jogo de azar, você tenha Cr$ 15,00. A cada jogada, se 
você vencer, ganha Cr$ 1,00 e, se perder, paga Cr$ 2,00. Ao final de cinco jogadas, 
quais os possíveis valores máximo e mínimo do dinheiro que você pode ter? 


- * 9.16) No exercício anterior, suponha que você tenha direito a, no máximo, dez jogadas. Se 
você nunca vencer, em quantas das dez você não pode participar? 


* 9.17) Ainda no exercício 9.15, admita que após três jogadas você esteja com os mesmos 
Cr$ 15,00 do início. Chamando de V e Pas jogadas vencida e perdida, respectivamente, 
descreva as possíveis ordens em que ocorreram os resultados dessas três jogadas. 


e 9.18) Numa gaveta há S pares de abotoaduras. Não existem dois pares iguais, mas as peças 
não são diferenciáveis pelo tato. Operando no escuro, quantas abotoaduras deve uma 
pessoa retirar, no mínimo, para ter a certeza de formar: 


a) um par? b) dois pares? 


* 9.19) Uma caixa contém n etiquetas, numeradas de 1 a n. De quantos modos é possível retirar 
três etiquetas que possuam números consecutivos? 


e 9.20) Nas junções dos elos de uma corrente foram fixadas n etiquetas, numeradas de 1 an 
(uma etiqueta em cada intersecção). Quantos elos tem essa corrente? 


1 
9.2 — DIAGRAMAS DE ÁRVORE 


Um dispositivo muito útil na determinação do número de possibilidades de 
um evento é o diagrama de árvore, que consiste na construção de uma figura na 
qual cada possibilidade é descrita, obtendo-se, ao final, o total de possibilidades 
de ocorrência do evento. 

Vejamos alguns exemplos. 


Exercícios Resolvidos 


9.21) Dois indivíduos A e B vão disputar um torneio de tênis. O primeiro a vencer dois jogos 
vencerá o torneio. De quantos modos diferentes poderá desenrolar-se o torneio? Qual o 
número máximo de partidas que podem ser realizadas? 


Solução 


Ao final de cada jogo, as possibilidades são apenas: vencer A ou vencer B; o 
diagrama de árvore representa essas hipóteses da seguinte maneira: 


A 


B 
onde o vértice do ângulo representa o início de um jogo e as extremidades dos segmentos 
representam o final com o respectivo vencedor. Se a figura acima for o diagrama corres- 


pondente ao 1º jogo, continuaríamos assim: se A venceu o 19, o 20 jogo pode ser ven- 
cido por A ou por B; temos, então: 


mas, devemos pensar na hipótese de B ter vencido o 19 jogo; então desenhamos: 


A 
A 

B 

A 
B 

B 
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Assim, vamos ramificando a árvore com as hipóteses de vencedor para cada 
novo jogo. 
— O final de um ramo é determinado pelo enunciado do exercício; 
nesse exemplo, o torneio se encerra no momento em que um dos jogadores ganhou a 
partida pela segunda vez. Na última figura, o diagrama nos mostra as seguintes situações: 


onde vemos que, na primeira hipótese, A venceu os dois jogos e, na quarta hipótese, B 
venceu os dois jogos. Em ambos os casos o torneio se encerra. Para a visualização desse 
fato no diagrama, colocaremos uma “moldura” em torno do elemento final. 

Com essas considerações, podemos agora construir o diagrama de árvore com- 
pleto, acrescentando ao término de cada ramo a leitura daquela possibilidade: 


Temos, então, que o torneio poderá se desenrolar de 6 modos e que o número 
máximo de partidas é 3 (note que a árvore tem 6 pontos finais e que os ramos 
“mais longos” correspondem a 3 jogos). 


9.22) Suponha que, no início de um jogo, você tenha Cr$ 5,00. A cada jogada, se você ganhar, 
recebe Cr$ 1,00'e, se perder, paga Cr$ 1,00. Ao final de três jogadas, determine: 


a) de quantos modos pode o jogo se desenvolver; 
b) as possíveis quantias em dinheiro que você terá ao final. 


Solução 


a) Para construirmos o diagrama de árvore correspondente aos resultados do jogo, 
vamos adotar as letras G e P para representar, respectivamente, as hipóteses: ganhar e 
perder. (Notemos que o ponto final de cada ramo deve ocorrer após a terceira 
jogada.) 


9.23) 


Como o diagrama apresenta 8 pontos finais, existem 8 maneiras diferentes do 
jogo se desenvolver. (Deve ser observado que o que diferencia, por exemplo, a ocorrência 
GGP da ocorrência GPG é a ordem dos resultados, já que, em ambas, o jogador ganhou 
duas vezes e perdeu uma.) 

b) Para a determinação das possíveis quantias finais em dinheiro devemos, para cada 
uma das possibilidades, somar ou subtrair Cr$ 1,00 à quantia inicial (Cr$ 5,00), 
gonforme as jogadas apresentem as letras G (ganhar) ou P (perder). Assim, temos: 


| OCORRÊNCIA] GG | Gr | GrG | Grr | PGG | Par | PPG [ per | 
e IMENCHEREZLASREDER 


ou seja, as possíveis quantias (distintas) são: 
Cr$ 2,00; Cr$4,00; C1$6,00; Cr$ 8,00 


Quatro pessoas A, B, Ce D estão reunidas para escolher, entre elas, o presidente, o 
secretário e o tesoureiro de um clube, não podendo uma pessoa acumular dois cargos. 
Quantas e quais são as diretorias que podem ser formadas? 

Solução 


O diagrama de árvore correspondente a esse problema tem três fases: primeiro, a 
escolha do presidente (pode ser A, B, C ou Disto é, 4 possibilidades); em seguida, a 
escolha do secretário (note-se que, escolhido o presidente, há apenas 3 possibilidades 
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para a escolha do secretário); finalmente a escolha do tesoureiro (para esse, restarão 
apenas 2 possíveis, já que os outros dois já foram escolhidos). Assim, temos: 


C 
D 
B 
D 
B 
€ 
c 
D 
A 
D 
A 
Cc 
B 
D 
A 
D 
A 
B 
B 
€ 
A 
C 
A 
B 


peer mm 


Há, portanto, 24 possibilidades de compor a chapa de diretores. (Note-se que a 
diretoria ABC, por exemplo, é diferente de BAC, apesar de participarem delas os 
mesmos elementos: a ordem designa: 19 — Presidente, 29 — Secretário e 39 — Tesoureiro. 
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Exercícios Propostos 


s9.24) Um jogo é realizado lançando-se inicialmente um dado (seis:faces, numeradas de 1 a 6) 


9.25) 


*9.26) 


89.27) 


*9.28) 


9.29) 


e, em seguida, uma moeda, sendo cada resultado desse jogo formado, portanto, por 
um par ordenado (resultado no dado; resultado na moeda). Descreva, através de uma 
árvore de possibilidades, todos os resultados possíveis. 


Dados os conjuntos E = (1;5;6;7J e F = (0;4;7), descreva, através de um diagrama 
de árvore, todos os elementos do produto cartesiano E x F. 


Com os algarismos 2, 4, S e 8 e utilizando um diagrama de árvore, determine quantos 
e quais são os números de três algarismos distintos que podem ser formados. 


No início de um jogo de azar, um indivíduo tem Cr$ 20,00. A cada jogada, se vencer, 
ganha Cr$ 3,00 e, se perder, paga Cr$ 4,00. Ao final de três jogadas, determine as 
possíveis quantias em poder desse jogador e o número de maneiras do jogo se desenvolver. 


Na linha de controle de qualidade de uma indústria, um operário inspeciona uma 
máquina (cuja velocidade de produção é de uma peça a cada 15 segundos), sob o 
seguinte critério: se a máquina produzir 3 peças consecutivas perfeitas, ela é aprovada 
(isto é, continua em operação); se a máquina produzir 2 peças defeituosas, é rejeitada 
(isto é, pára de funcionar). Sobre essa máquina, pergunta-se: 


a) de quantos modos pode se desenvolver sua inspeção? 

b) em quantos desses modos ela é aprovada? e rejeitada? 

c) qual o número máximo de peças que devem ser observadas? 
d) qual o tempo máximo de duração da inspeção? 


Um indivíduo tem oportunidade, num jogo, de lançar um dado no máximo cinco 
vezes. Em cada lançamento, ele ganha ou perde Cr$ 20,00. Começará com Cr$ 20,00 e 
parará de jogar antes de completar cinco vezes se ficar sem dinheiro ou se quadruplicar 
seu capital inicial (isto é, quando tiver Cr$ 80,00). Determine de quantos modos pode 
o jogo se desenvolver. 


9.3 — PRINCÍPIO FUNDAMENTAL DA CONTAGEM 


(REGRA DO PRODUTO) 


Neste item vamos formalizar um dos principais conceitos da Análise Combi- 


natória: a Regra do Produto. Afirmamos, sem exagero, que o entendimento dessa 
Regra é fundamental para a resolução da maioria dos problemas que enfrentaremos 
nos próximos capítulos. 


Consideremos, inicialmente, os seguintes exemplos. 
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Exemplos 
a) Uma sala tem 3 portas de entrada e, nessa sala, há outras duas portas que 
dão para um terraço. De quantos modos uma pessoa pode atingir o 
terraço passando pela sala? 


o 
Qu 
> 
E 
> 
en) 
TERRAÇO 


É evidente que podemos resolver o problema construindo um diagrama de 
árvore: k 


beça pe 1 

A qo pela À 
ap (AD) | 
read an 
a (852) | 
| eae 1 fo) | 


Temos, então, 6 possibilidades. No entanto, podemos chegar a esse resultado 
bem mais rapidamente (e com pouco trabalho) se observarmos que, para cada porta 
escolhida para se entrar na sala há duas possibilidades de se chegar ao terraço; 
assim, como podemos escolher qualquer das três portas para iniciarmos o percurso, 


temos , 


possibilidades de completá-lo. 


b) Um jogo é realizado lançando-se um dado de quatro faces e, em seguida, 
uma moeda (um dado de quatro faces é um tetraedro, com as faces nume- 
radas de 1 a 4 — veja a figura). Cada resultado, portanto, é um par orde- 
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nado onde o primeiro elemento é o número obtido no dado e o segundo 
elemento é a face obtida na moeda (cara ou coroa). Quantos resultados 
são possíveis? 


Também aqui é possível construir um diagrama de árvore; representando as 
faces da moeda por C (cara) e K (coroa), temos: 


E | 60) | 
k—> 1 (8) | 
c— | (30) | 
k > | 0 
c— | (0) | 
E-=—— | qm 
c— | (40) | 
K —> 1 (8) | 


Existem, portanto, 8 resultados possíveis. 

Mas, sem o auxílio da árvore, podemos chegar ao mesmo número: notemos 
que, para cada número obtido no dado é possível formar dois resultados finais 
(por exemplo, ocorrendo o número 3, os resultados podem ser (3; C) ou (3; K)); 
como há 4 possibilidades para o número, então há 


o VA De nigoo 
possibilidades finais. 


c) Quatro pessoas A, B, C e D estão reunidas para escolher, entre elas, o 
presidente, o secretário e o tesoureiro de um clube, não podendo uma 
pessoa acumular dois cargos. Quantas diretorias diferentes podem ser 
formadas? 
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No exercício 9.23, já construímos o diagrama de árvore correspondente a Cada fase, etapa, acontecimento em que se divide uma experiência pode ser 


esse problema, dando-nos as 24 possibilidades existentes. Esse é um bom exemplo chamado de evento. Note que um certo evento pode ou não depender do evento 
para percebermos que, à medida que os números e as condições do problema que o precedeu: a escolha da porta para se entrar no terraço não depende da 
aumentam de dificuldade, o diagrama de árvore se torna trabalhoso em demasia e, porta utilizada para se entrar na sala; a face obtida no lançamento da moeda não 
na maioria dos casos que vamos estudar, ele é impraticável. Devemos, por isso, depende do eventual número obtido. com o dado; a escolha do secretário depende 
aprimorar o raciocínio que nos leva ao resultado sem utilizarmos tal diagrama. do presidente escolhido; a escolha do tesoureiro está condicionada às escolhas 
Nesse exemplo, deve ser observado que, para cada presidente escolhido, há anteriores. 
* três maneiras de escolher o secretário (por exemplo, se A é presidente, o secretário 
pode ser B, C ou D; então, como há quatro possibilidades de escolher o presi- 23 observação: nos três exemplos, o total de possibilidades, o número final, 
dente, há é o produto das possibilidades de cada fase, de cada etapa, de cada acontecimento, 


de cada evento; enfim: 
age 

modos de escolher presidente e secretário. no exemplo a 

Escolhidos o presidente e o secretário, restam apenas duas possibilida- sentar 3 ibilidades 
des de escolha do tesoureiro (por exemplo, se A é presidente e C é secretário, o 20 crio: > gm dadas 
tesoureiro pode ser B ou D). Isto quer dizer que, para cada dupla presidente — secre- Tor efe o Ria 
tário escolhida, há 2 modos de se completar a diretoria; como há 12 dessas y j 
duplas, há 


n. darão = EE no exemplo b 
19 evento: 4 possibilidades 
possibilidades de formação da chapa de diretores. 2º evento: 2 possibilidades 
A análise desses três exemplos nos permitirá generalizar uma propriedade TOTAL: 4 52/="8" 
que lhes é comum. 
no exemplo c 
19 evento: 4 possibilidades 
2º evento: 3 possibilidades 


là observação; nos três problemas apresentados, a experiência proposta em 
cada um é dividida em fases, em etapas, em acontecimentos distintos e ordenados; 


ve: 3º evento: 2 possibilidades . 
e ame TOTAL: 4-3.2 = 24: 
No exemplo a, a experiência ir até o terraço passando pela sala se subdivide em : 
1a fase: entrar na sala Podemos, agora, enunciar a Regra do Produto ou o Princípio Fundamental 
2a fase: passar da sala ao terraço da Contagem. 


no exemplo b, a experiência lançar um dado e uma moeda se subdivide em 


1ã etapa: lançar o dado 
2ã etapa: lançar a moeda 


no exemplo c, a experiência escolher uma diretoria se subdivide em 


J9 acontecimento: escolher o presidente 
2º acontecimento: escolher o secretário 
30 acontecimento: escolher o tesoureiro 
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Exercícios Resolvidos As duas últimas, no entanto, sofrem a restrição de não utilizar as linhas de 
ônibus escolhidas na ida; assim, para se ir de Ca B, temos apenas 5 possibilidades pois a 


9.30) Ligando as cidades A e B, há 7 linhas de ônibus e, ligando as cidades B e C há 6 linhas. 6% corresponde à linha utilizada na ida, e, para se ir de B a A, temos 6 possibilidades, 
Não há ligação direta entre A e C. Determine o número de modos de se ir de ônibus: pois a 73 corresponde à linha usada no percurso de A para B. 
a) de A para C 


30) irde Ca B > 5 possibilidades 
49) irdeBa A > 6 possibilidades 


Logo, o total de modos é 
a) para se ir de A para C, deve-se, obrigatoriamente, passar por B. 7:6-5-6 = 1260 


b) de Aa Ce, em seguida, voltar para A 


9.32) Numa cidade, os números de telefones são formados de 7 algarismos sendo os 3 primeiros 
correspondentes ao prefixo de uma estação telefônica: 


CILII TT] 


a) Quantos telefones existem com o prefixo 258? 
b) Em quantos números de telefone com prefixo 258 o primeiro dos quatro últimos 


E ass algari: é TO? 
Temos, então, dois eventos distintos: ii 


19 evento: irde Aa B > 7 possibilidades cuida 
29 evento: irde BaC — 6 possibilidades Estando determinado o prefixo (258), devemos notar que a formação de um 
Logo, pela Regra do Produto, temos um total de: número completo de telefone se desenvolve em 4 etapas sucessivas: a colocação do 
1.6=42 primeiro, do segundo, do terceiro e do quarto algarismos restantes: 


modos de se ir de A para C. 


Pergunta-se: 


eventos 


(GERE E EN 
j o 20 30 49 
b) para se ir de A para C e voltar para A, passa-se por B na ida e na volta; há, portanto, trio oo 


quatro fases distintas no percurso: EETI-DIONC 


1º evento: irde Aa B > 7 possibilidades 


2º evento: irde BaC > 6 possibilidades Temos, para a formação, um “estoque” de 10 algarismos (de 0 a 9). 
é pis e deCaB —>6 possibilidades a) Como um número de telefone pode ter algarismos repetidos (por exemplo 258-4334), 
49 evento: irde Ba A —> 7 possibilidades R para o 19 temos 10 possibilidades; para o 29, temos novamente 10 possibilidades — 
pois pode haver repetição do algarismo usado na primeira posição —, e assim 
Logo, pelo Princípio Fundamental da Contagem, temos um total de poe diante: 


7:6:6+7 = 1764 
modos diferentes de realizar o percurso. 


20 30 49 


19 
=[ICHE 
9.31) No exercício anterior, de quantos modos pode-se ir de A a Ce voltar para A utilizando, E Eevk dd 


na volta, linhas de ônibus diferentes das utilizadas na ida? Es pa 
possibilidades: | 10 10 10 10] 
Solucã É. ; 
Temos, ainda, 4 fases de percurso; as duas primeiras não sofreram alteração: Assim, temos um total de 


19)irde AaB > 7 possibilidades 10 - 10 - 10-10 = 10? = 10000 
29)irde BaC — 6 possibilidades telefones (desde 258-0000 até 258-9999). 


LL. — — — 


216 217 


b) Como o 19 dos quatro algarismos finais não pode ser zero, temos, para esse algarismo, 
9 possibilidades (de 1 a 9); já para o 29, voltamos a ter 10 possibilidades (pois o 
zero já pode ser usado); assim: 


19 29 390 49 
[eJsTe)-DIDIDIDI 
E A 


Logo, temos um total de 
9-10+-10+-10 =-9000. 


números desses telefones (desde 258-1000 até 258-9999). 


9.33) Quantos números de 5 algarismos distintos há em nosso sistema de numeração? 


Solução 


Temos 5 eventos que completam a experiência: escolha do 19 algarismo, escolha 
do 29, do 39, do 49 e do 59: : 


19. 20. 30.,49,.89 


a, 


Não podemos esquecer que os números não podem começar por zero pois, por 
exemplo, 05487 = 5487 não é um número de 5 algarismos. Portanto, temos 9 possi- 
bilidades para o 19. Depois de escolhido o primeiro algarismo, já podemos utilizar o 
zero para o 2º; no entanto, como queremos algarismos distintos (não pode haver 
repetição), não podemos contar com o algarismo escolhido para a 12 posição; assim, 
temos novamente 9 possibilidades, agora para o 2º evento. 

Para o 3º evento, temos 8 possibilidades (os 10 algarismos do sistema menos o 
algarismo usado no primeiro e menos o algarismo usado no segundo). Finalmente, para 
049€eo 59 eventos, temos, respectivamente, 7 e 6 possibilidades. 


EO DO DE pa pao 
CIUICICICI] 
E A 


possibilidades: | 9 9 & J 6: 
U 


Logo, o total de números é 
9-9-.8-7-6 = 27216 


218 


9.34) Quantos números ímpares, de 5 algarismos distintos,há em nosso sistema de numeração? 
Solução 
jo 20, ,90, 4º 


PRE PR 


Para que o número formado seja ímpar, devemos iniciar o problema satisfazendo 
essa exigência: o algarismo final deve ser ímpar, podendo, portanto, ser o 1,0 3,05,0 7 
ou o 9,0 que nos dá 5 possibilidades para a escolha do algarismo que pode ocupar a 
Sa posição. 

Já para a 12 casa, temos 8 possibilidades, pois dos 10 algarismos de que dispomos, 
não podemos utilizar o zero (veja o exercício anterior) nem o algarismo escolhido para 
a 52 casa. 

Para a 22, já podemos utilizar o zero; mas não podemos usar os algarismos esco- 
lhidos para a $2 e 12 posições, o que nos dá, novamente, 8 possibilidades. 

Da mesma forma, para a 32 posição temos 7 possibilidades e, para a 42, 6 possi- 


bilidades. 
19; 20), 99 40 59 
ENESLO 
A y 
pomibilidades: "8.8 16 514 


Assim, temos um total de 
8-8.7.6-5 = 13440 
números 


9.35) Num país, as placas dos automóveis são constituídas de duas letras, seguidas de três 
algarismos. Zeros podem aparecer em qualquer posição, mas placas com três zeros são 
excluídas. Se é usado um alfabeto de 26 letras, quantas placas diferentes podem ser 
formadas? 


Solução 


letras algarismos 


Resolvemos esse problema da seguinte maneira: primeiro calculamos o total de 
placas, sem considerar a restrição dos três zeros; em seguida, calculamos o número de 


placas que têm três zeros; evidentemente, essa quantidade representa as placas que não 
devem ser contadas. Assim, a diferença entre esses totais nos dará o resultado final. 


19) cálculo do total de placas (sem a restrição) 


Como o enunciado não exige que letras e algarismos sejam distintos, supomos 
que pode haver repetição (por exemplo, KK-288) 
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Assim, para a primeira letra, há 26 possibilidades; depois de escolhida a primeira 
letra, temos novamente 26 possibilidades para a segunda (pois pode haver repetição); 
escolhida a segunda letra, temos 10 possibilidades para o primeiro algarismo, 10 para o 
segundo e 10 para o terceiro; assim: 


DOADO 


Isso nos dá 26 » 26 + 10 + 10 + 10 = 676 000 placas 


2º) cálculo do número de placas com três zeros 


Notando que, se as placas devem ter três zeros, não haverá variação de algarismos, 
devemos apenas calcular as possibilidades de variação das letras (por exemplo, AA-000, 
AB-000 etc.). Para a primeira, temos 26 possibilidades; para a segunda, também temos 
26 possibilidades: 


r = 
possibilidades: 126 26] 
Ao 


Temos, então, 26 + 26 = 676 placas com três zeros. 
Finalmente, o número de placas que podem ser formadas é 


676 000 - 676 = 675 324 


9.36) Um salão de baile tem 6 portas. De quantos modos esse salão pode estar aberto? 
Solução 
Para cada porta, há apenas duas possibilidades: ou está aberta ou está fechada. 


portas 


Ca à SEMA TA 
22 Ja 4a sa 


OD 


Er 
possibilidades: j 2 qm 2 2 2: 


Então, o total de possibilidades para a situação das portas é 
2:202020202 = 28 = 


(note que essas 64 possibilidades descrevem as situações: todas abertas, ou todas fechadas, 
ou uma aberta e as outras fechadas, e assim por diante ) 
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9.37) 


9.38) 


9.39) 


Para que o salão esteja aberto, é necessário que haja pelo menos uma porta 
aberta. Como uma das 64 possibilidades corresponde a todas as portas fechadas, a 
resposta correta é 


modos do salão estar aberto. 


De quantos modos podemos pintar 7 casas enfileiradas, dispondo de 4 cores, sendo que 
cada casa é pintada de uma só cor e duas casas vizinhas não são pintadas com a mesma 
cor? 


Solução 


Para a pintura da primeira casa, podemos escolher qualquer uma das cores dispo- 
níveis; temos, então, 4 possibilidades. 

Para a segunda, temos 3 possibilidades, pois não podemos usar a mesma cor da 
primeira. 

Já para a terceira casa, também temos 3 possibilidades, pois só não podemos 
utilizar a cor da segunda casa, podendo novamente usar a cor da primeira, já que pri- 
meira e terceira não são vizinhas. 

Assim, para cada uma das outras quatro casas, temos 3 possibilidades 


(cd (DD (ED (ED (ED (D 


Fr pião 
possibilidades: ! 4 ee 3 3 3 3 
E | 


Logo, o número total de modos de se pintar as casas é 
4:3.3-3-3-3-3 = 2916 


Dispõe-se de 3 livros, 5 cadernos e 8 canetas para se distribuir entre dois estudantes. 
Todos os objetos devem ser distribuídos, mas não há necessidade de uma divisão 
equânime. De quantos modos isso pode ser feito? 


Solução 


Na distribuição dos livros, o primeiro estudante pode receber nenhum, um, dois 
ou três livros (note que, fixada a quantidade que o primeiro recebe, automaticamente 
fica fixada a quantidade que o segundo recebe (por exemplo se o primeiro não recebe 
nenhum, o segundo recebe três, se o primeiro recebe um, o segundo recebe dois). Temos, 
então, 4 possibilidades para os livros (0; 1; 2; 3). 

Da mesma forma, dos $ cadernos o primeiro pode receber as quantidades 0, 1, 2, 
3,40us5, dando, portanto, 6 possibilidades. 

Analogamente, temos 9 possibilidades para distribuir as 8 canetas. 

Logo, pela regra do produto, o total de modos de efetuarmos a distribuição é 


4:6-9 = 216 
Dispondo-se de 10 bolas, 7 apitos e 12 camisas, de quantos modos estes objetos podem 


ser distribuídos entre duas pessoas, de modo que cada uma receba, ao menos, 3 bolas, 
2 apitos e 4 camisas? 
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* 9.56) De quantos modos podemos preencher um volante de loteria esportiva, se em cada jogo 
fazemos um palpite simples? (Um volante de loteria esportiva é uma matriz de 13 linhas 
e 3 colunas onde cada linha representa um jogo entre dois times e a primeira coluna 
representa a vitória do primeiro time desse jogo, a segunda coluna representa o empate 
ea terceira representa a vitória do segundo time.) 


* 9.57) Num quadro de controle eletrônico há S dispositivos de segurança enfileirados. Cada um 
deles pode estar apagado, estar emitindo luz amarela ou estar emitindo luz vermelha. 
Quantos sinais diferentes podem ser emitidos pelo conjunto de dispositivos se pelo menos 
um deles estiver aceso? 


*9.58) Dispõe-se de 7 cores para pintar uma bandeira de 7 faixas. Cada faixa deve ser pintada 
com uma só cor e, na bandeira, não deve haver duas faixas da mesma cor. Quantos 
modos há de se realizar a pintura? 


* 9.59) Dispõe-se de 6 cores para pintar uma bandeira de 4 faixas. Cada faixa deve ser pintada 
de uma só cor e duas faixas consecutivas não podem ter a mesma cor. De quantos modos 
pode ser feita a pintura? 


w9.60) Um cubo de papelão é desdobrado em torno de uma face, obtendo-se uma cruz formada 
por 6 quadrados. Quer-se pintar a frente dessa cruz, cada quadrado de uma cor. Pintado 
um quadrado, não se pode pintar, em seguida, um quadrado que não tenha ao menos um 
ponto em comum com o que se acabou de pintar (isto é, dois quadrados pintados um 
após o outro devem ter, obrigatoriamente, um vértice ou um lado em comum). 
Dispondo-se de $ cores, de quantos modos pode ser pintada a cruz se dois qua- 
drados ligados por um vértice ou por um lado não podem ter a mesma cor e a pintura 
é iniciada pela cabeça da cruz? 


* 9.61) Temos 4 carrinhos, 6 bolas e 2 bonés para distribuir entre duas crianças. Todos os objetos 


vão ser distribuídos, mas não há necessidade de uma distribuição equânime. Quantas são | 


as maneiras de se fazer a divisão? 


º 9.62) De quantos modos podemos distribuir 10 cigarros, 8 charutos e 6 cachimbos entre duas 
pessoas, se cada uma deve receber no mínimo três objetos de cada tipo? 


* 9.63) Dispõe-se de ny objetos A1, n> objetos Az e n3 objetos A3 para distribuir entre duas 
pessoas. Todos os objetos devem ser distribuídos, sem necessidade de uma distribuição 
igual entre as pessoas. De quantos modos isso pode ser feito? 

*9.64) Dispõe-se de n objetos A e m objetos B para se colocar em duas caixas, de modo que 


em cada caixa haja, no mínimo,p objetos A e q objetos B (2p < ne2q < m). Determi- 
ne o número de possibilidades de se fazer a colocação. 


9.4 — O PROBLEMA DO NÚMERO DE SUBCONJUNTOS 


Já é certamente do conhecimento do leitor que, se um conjunto E tem n 
elementos, então existem 2” subconjuntos de E. 
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Por exemplo, se E = fa;b;c),há2º = 8 subconjuntos: 
(a), (b), (c), (a;b), (asc), (b;c), (a;b;c), É 


O Princípio Fundamental da Contagem permite-nos agora provar esse resul- 
tado. 

Verifiquemos, inicialmente, para o caso do exemplo acima, onde E =(a; b; c): 
seja F um subconjunto qualquer de E; é fácil notar que para cada elemento de E 
temos apenas duas possibilidades em relação ao subconjunto F: ou pertence a F ou 
não pertence a F; assim 


elemento: [2] [6] [e] 
ê 


k y k 
2 2 2 | 


—————- e — e a 


possibilidades: 


Então pela regra do produto, temos 
2.:2.2=2=8 


possibilidades. 

Note que essas 8 possibilidades descrevem aquelas em que: 

e ou os três elementos pertencem a F, isto é F = (a;b; c) 

e ou nenhum elemento pertence a F, isto é, F t 

e ou um dos elementos pertence a F e os outros não, isto é, F = (a) ou 
F=(bjouF =t(c) 

e ou dois dos elementos pertencem a F e o outro não, isto é, F = (a;b) ou 
F=(a;c) ouF = (b;c) 


Logo, essas 8 possibilidades correspondem aos 8 subconjuntos que E possui. 

(O leitor notou que esse problema é idêntico ao exercício do salão de baile 
(36). O que lá era a possibilidade todas as portas fechadas — que não queríamos — 
aqui corresponde ao conjunto vazio — que é subconjunto de E.) 

Podemos agora generalizar. Se o conjunto E tem n elementos 


E = (ay; ao; à3;...;àn) 
e F é um subconjunto de E, para cada elemento de E temos duas possibilidades: 
pertencer ou não a F. 


elementos: 
y + 
possibilidades: | 2 2 E 2 
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E, pelo princípio fundamental, temos: 


2.2:200.:02= 8 
AR Rs EIS 


n fatores 


possibilidades, que correspondem aos subconjuntos de E. 


9.5 — O PROBLEMA DO NÚMERO DE FUNÇÕES 


Consideremos, de início, um problemá como exemplo. 

Um conjunto E possui dois elementos: E = (a; b); e um conjunto F possui 3 
elementos: F = (a;B;Y).Quantas funções de E em F podem ser construídas? 

Devemos nos lembrar do conceito de função: é uma correspondência que 
associa, a cada elemento de E, um único elemento de F. Os elementos de F que 
estão associados a algum elemento de E são chamados imagens da função. E é o 
domínio da função. F é o contradomínio. 

Nesse nosso exemplo, dado o pequeno número de elementos em E e F, po- 
demos construir todas as funções de E em F através de diagramas de flechas: 
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Temos, assim, 9 funções. 

Podemos, no entanto, chegar a esse resultado sem a construção dos dia- 
gramas. 

Como se forma uma função? 

Note que uma função é formada tomando cada elemento de E e associando a 
ele um elemento de F, isto é, escolhendo, entre os elementos de F, uma imagem 
para aquele elemento de E. 

Então, para o elemento a, temos 3 possibilidades de escolha da imagem: ou a, 
ou B, ou Y; para o elemento b, também temos 3 possibilidades, pois nada impede 
que b tenha a mesma imagem de a. 


elementos de E: [a] [6] 


possibilidades: ; 3 


Logo, pela regra do produto, o número de possibilidades de a e b escolherem 

suas imagens (o que corresponde ao número de funções) é 
3.3=32=9 

Tomemos outro exemplo. 

Quantas funções de E em F podem ser construídas, se E tem 4 elementos e 
F tem 5 elementos? 

Seguindo o raciocíniq do exemplo anterior, temos para O primeiro elemento 
de E 5 possibilidades de escolha da sua imagem (qualquer um dos elementos de F); 
como pode haver repetição da imagem, para O segundo elemento de E, também 
temos 5 possibilidades, o mesmo ocorrendo para o terceiro e o quarto elementos. 


uieiitos de E: [] g E [] 
y Vo | » 


possibilidades: 


por 

tn 
tm 
in | 
for Sd 


Logo, o total de funções é 
5.5.5.5 =5*=625 
Podemos, agora, resolver o problema no caso geral: 


E e F são conjuntos finitos, o primeiro com n elementos e o 
segundo com k elementos. Quantas funções de E em F podem ser 
construídas? 
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Uma função está construída quando todos os elementos de E têm sua 
imagem escolhida. - 

Para cada elemento de E escolhemos um elemento qualquer de F como 
sua imagem. 


Então, se E = (a,; ao; à3;...;an) temos: 

elementos de E: es 

possibilidades + k y k 

de escolha da | o o OU ES 
imagem: | k k k as k | 


Logo, pelo Princípio Fundamental da Contagem, o número de funções é 


kkk... k=8 
(O ——— 


n fatores 


isto é, é o número de elementos do contradomínio elevado ao número de elementos 
dice ' 
do domínio. 


Exemplos 


a) Se E tem 10 elementos e F tem 2 elementos, o número de funções de E em 
Fé2!º = 1024. 


b) Os conjuntos E e F têm, respectivamente, 3 e 4 elementos. Quantas das 
relações de E em F não são funções? 


Lembremos que uma relação é qualquer subconjunto do E X F. Devemos 
então calcular o número total de relações, e dele subtrair o número de relações que 
são funções. Obteremos, portanto, o número daquelas que não são funções: 


e número de elementos de EX F: n,. np = 3.4 = 2 
e número de relações (subconjuntos): 2/2 = 4096 
e número de funções: 4º = 64 


Logo, temos 4096 - 64 = 4032 relações que não são funções. 


9.6 -O PROBLEMA DO NÚMERO DE DIVISORES 
ga 
Um problema importante na Teoria dos Números é o da determinação da 
quantidade de divisores naturais de um número natural a. 
Consideremos o exemplo: quantos divisores naturais tem o número a = 144? 
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Nesse caso, não é difícil fazer a relação: 1; 2:3;4;6;8;9; 12; 16; 18; 24; 
36; 48; 72; 144. 

Isso nos dá os 15 divisores naturais de 144. 

Como chegar a esse resultado sem fazer a lista de divisores? 

Observemos que decompondo 144 em fatores primos: 


144 | 2 


72 
36 
18 
y 
3 
l 


144 = 2'.3º 


vw to to to 


se, em seguida, somarmos uma unidade a cada expoente da decomposição (4 e 2), 
o produto dos resultados dessas somas dá o número de divisores procurados: 
(4+D-Q+1)=5-3=15 
Mágica? Casualidade? Não. Mostraremos em mais dois exemplos que essa é a 
regra prática. 


Exemplos , 

a) Consideremos o número 360 = side a 

Notemos, inicialmente, que 360 é constituído pelo produto dos fatores 
primos 2, 3 e 5, sendo que, na decomposição, o 2 comparece três vezes, O 3 com- 
parece duas vezes e O $ uma só vez: 

360 = (2.2-2)-(3-3)-(5) 

Também devemos notar que qualquer divisor de 360 é um produto formado 
por alguns desses fatores; por exemplo, os números 1, 2, 3, 10, 36 e 120 são divi- 
sores de 360 e podem ser escritos: 


J-= 28:39:85" 
d = que 305” 
' Are DUE es 
16 = 213º. 5! 


a6 = 2). 3%. 5º 
20 = 2.81.8! 


Sendo assim, os divisores de 360 podem ser representados pela expressão 
ad a 
onde: 
x pode assumir um dos 4 valores: 0,1,20u3 
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y pode assumir um dos 3 valores: 0, 1 ou 2 
e z pode assumir um dos 2 valores: O ou 1 


Com isso, podemos determinar a quantidade de números 2* - 3” - 5? ou seja, 
o total de divisores naturais de 360. Temos: 


o que nos dá 
4.3.2 = 24 divisores 
Confirmando a regra sugerida anteriormente: 
360 = 23.32.51 > (3+1D)(Q+I1)(1+1) = 24 divisores 
b) Consideremos o número natural: 
a = 28.58.1417 
Qualquer divisor de a pode ser obtido pela expressão 
Pa Pat 

onde x, y € z são expoentes naturais tais que 


0<x<a (isto é, x pode assumir a + 1 valores) 
0<y<$B (isto é,y pode assumir É + 1 valores) 
0<z <Y (isto é,z pode assumir Y + 1 valores) 


e, sendo assim, o total de números 2*. 5Y . 117 que podem ser formados repre 
senta o total de divisores naturais de a. Temos: 


em o mm 


e, portanto, o número de divisores de a = 22.56. 1176 igual a 


(+ 1) (8+ 1) (+ 1) 


De modo análogo, poderíamos mostrar a validade da regra para o caso 
geral, que enunciamos a seguir: 


c) O número de divisores naturais de 12 600 é obtido fatorando-se esse 
número 


12600 = 22.32.52.7 
e efetuando-se o produto 
G+DQC+DM+NDA+I) = 4.3.3.2 
Assim, 12 600 tem 72 divisores naturais. 


d) O número de divisores inteiros de 20 000 = 2º. 5º é obtido multipli- 
cando-se a quantidade de divisores naturais por 2 (pois, para cada divisor natural 
há o seu oposto que também é divisor: 2 e -2, 1000 e -1 000). 


2-(5+1)(4+1) = 60 divisores inteiros. 
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Capítulo 


nai 


10.1 — DEFINIÇÃO 


Em muitos dos problemas estudados no capítulo anterior, surgiram, nos 
cálculos, produtos de números naturais consecutivos, tais como 


10.9.8.7 
6-5-4.3.2.1 
7:.6.5.4.3.2.1 


Sendo muito comuns no cálculo combinatório expressões desse tipo, torna-se 
conveniente adotar uma notação que simplifique sua representação; surge, então, a 
notação fatorial. 

Definimos fatorial de um número natural n 2 2 como sendo o produto de 
todos os números naturais de n até 1; representamo-lo com a notação n!. Assim: 


Exemplos 
a)4!=4.3.2.1=24 
b)5!=5.4.3.2.1 = 120 
co) 81=8.7.6-.5.4.3.2.1 = 40320 
d)6:5.4.3.2.1=6! 
e)7.6-.5-4.3-.2.1=7 
6:5.4.3.2.1 6! 
ido Das 3.2.1 3 
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REC MM PESE 
Or o PR “e 


DG) =-C-2-1P=(0"= 36 
D GY) =(9)=9.8......3.2.1 = 362880 


Observações 
12) Consideremos, por exemplo, o número 6! 
61=6.5.4.3.2.1] 
Como 5.4.3.2+1 =5!, podemos escrever 
6!= 6.5.4.3.2.1 = 6-(5!) 


" 


5! 
Da mesma forma, também podemos escrever 
61=6:5.4.3.2.1 =6-5.4! 
E aii, 


4! 


Isso nos mostra que, sendo necessário, podemos “interromper” o desenvolvi- 
mento de um fatorial antes de atingirmos o número 1. Para tanto, basta colocarmos 
o símbolo de fatorial no número “escrito por último”: 


Exemplos 
j) 10! = 10.9! 
k) 15! = 15.14.13.12-11! 
D(n+2!=(n+2)(n+D)(n).(n-1)!(nEN, nz1) 
m) (k-1)!=(k-1)-(k-2)! KEN, k>2) 


12!  12-11-10-9] 


TA % = 12.11.10 = 1320 


10.2 — FUNÇÃO FATORIAL 


Da definição de fatorial é imediato que, dado um número natural n, existe e 
é único o número n! 
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Podemos, então, definir uma função f, de IN em IR, tal que 


-=—--——4 


(0) =0!=1 

fM)=1!=1=1-f(0) 
f(0)=21=2=2-f(1) 
f3)=3!=6=3-1(2) 


Exercícios Resolvidos 


10.1) Determine o domínio da função definida por f(x) = (x-3)! 
Solução 


Da definição, sabemos que só existe fatorial de um número inteiro e não negativo. 
Assim, devemos ter 


x-3€2Z e x-320 
Logo. D(f) = (x E Z|x > 3) 
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10.2) 


10.3) 


10.4) 


10.5) 


10.6) 


Determine o domínio da função definida por f(x) = (x + 4)! 


Solução 
Devemos ter 
xt4EZ e x+4>0 
Logo, D(f) = (x E Z| x > -4) 


Resolva a equação x! = 24 


Solução 


Uma equação do tipo x! = a só pode ser resolvida “por tentativas”, isto é, 
descobrindo qual é o número cujo fatorial vale a. É evidente que, mesmo sendo a um 
número natural, em muitos casos o conjunto-solução da equação será vazio pois, por 
exemplo, como sabemos que 24 = 4! e 6 = 3!, todos os inteiros entre 24 e 6 não são 
valores de nenhum fatorial. Assim, equações como x! = 23,x! = 9oux! = 13 têm 
conjunto-solução V = q. 

No nosso caso, fazemos 


x! = 4! 


Logo,x=4 e V (4) 


Resolva a equação (2x + 5)! = 720 


Solução 


Temos que 720 = 6! 
Escrevemos, então 


Qx+5)! = 6! 


edaí,2x+5 = 6, donde x -+e V= 5) 


(Note que não importa o fato de termos encontrado uma raiz não natural, pois 
o que deve ser natural é a expressão 2x + 5.) 


Ed ; ca RS! 
Simplifique a expressão (k — 1)! 


Solução 


Para simplificarmos expressões desse tipo, devemos, sempre, reduzir a ordem do 
fatorial maior até o outro fatorial. Assim: 


K+D! MDA K-D! sy = k24k 


(k= 1)! (k = 1)! 
Simplifique a expressão (n-4)! 
Solução 


Como (n - 2)! é o maior dos dois fatoriais da expressão, fazemos: 


(n-D!  (N-9)M-9)M=-9)! Co . 
=" (n=4) tu 0 3) 


235 


10.7) Simplifique a expressão =(2-DG-1D(4-1)(5-D(G3-2(4-2)(5-2)(4-3)(5-3)(5-4) = 
(n+D!-(n+2)! =1:2:3:4:1:2:3-1:2- 1=(4)6G)(QDA) = 
wemt-m em As nenenas 


(n+ 1)! H : 
43. 3! 2! H 

Solução 
+)! -(n+2)! (n+D! = (n+2)-(n+1)! À n-1 1 1 
E SR (n+D! 10.10) Mostre que > “Ta-Di a Pára todo n E N*. Em seguida, calcule o valor da 
M+DM-0+9] 0, 050. a 
= (ar Di l-n-2 (n+1) 

S = E + 2 + 3 + + k-1 

10.8) Resolva a equação 2: RR O Dad k! 

m+D!-n! Solução 
“CRASE” Di 17n ç 

12 parte: prova da identidade 
Solução 


Inicialmente, simplificamos a expressão do primeiro membro: RA Da o Maes ls 
: n! n! nt n(n-1)! n! 


Q+1D)!-n! (n+D(n)(n=-1)! - n(n=-D! O 


(n-1)! (n-1)! 1 1 
; = G=Ul "al = 29 membro 
= Q- D! [n(n + 1) - (m)] = bica 
(n-1)! 
Resolvemos, então, a equação 22 parte: cálculo da soma S 
n2 = 17n: Notemos, inicialmente, que qualquer parcela da soma é uma fração da forma 
2 = 2 - = — = 
n 1in ==> n ln = 0 =»n(n-17)=0 | 
obtendo n = O ou n=17 E 
A solução n = 0, evidentemente, não convém (note que para n = O, surge, no que é o primeiro membro da nossa identidade. Por exemplo, a parcela 
denominador, o fatorial de um número negativo). Logo, V = (17). 3 
ar 
10.9) Mostre que : 
E n- = 
1 1 1 1 é da forma —— , onde n 4 
E qu o f : Como mostramos na 12 parte que, para todo n E Nº, a fração 2 a é igual à 
1 4 9 16 25 |= 00-02!) (3!) - (4!) 1 1 na 
1 8 «27 64 125 diferença C=DL al apliquemos essa decomposição em todas as parcelas da soma 
1 16 81 256 625 desejada: 
Solução Ee A as (usamos n = 2) 
Temos, no primeiro membro, um determinante de Vandermonde, cujos elementos 2 3 HU 
de base são 1,2,3,4c 5. Então: 2 de. ti 
ET TT (usamos n = 3) 
1 1 1 1 E . É 
3 1 1 
1 2 4 5 q gr A (usamos n = 4) 
1 8 27 64 125 o 1 Ea Gê 
1 1 mae eu E CGR-D O KH src 
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Vamos agora somar membro a membro .todas essas igualdades. Resulta, no pri- 
meiro membro, a soma S desejada. No segundo membro, é fácil observar que quase 
todos os termos são cancelados, restando somente a primeira parcela da 12 igualdade e a 
segunda parcela da última igualdade. Assim: 


1. 4,6 à go á 
a are Ta UM 
EO SEN SR, 
s 


Logo, encontramos S = 1 - K 


Exercícios Propostos 


* 10.11) 


o 10.12) 


« 10,13) 


- 10.14) 


« 10.15) 
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Determine o domínio de cada uma das seguintes funções f:N >R: 
a) f(x) = (x- 1)! > ma + (x + 3)! 


(x +4)! 
b) f(x) = (x +5)! d) fo) = (x2+1)! 


Resolva as seguintes equações (n E R): 

a) (n+6)! = 120 ER 
b) Qn-2)! = 720 E rot 
c) (n2-n)! = 720 e) (2n2+7)! = 100 


Escreva os produtos a seguir utilizando a notação fatorial: 


a) 5:4:3.2+1 

bD)9:8:7.6:5:4:3.2.1 

c) 21:20-19+....3.2-1 

d) (n+2)(n+1)n(n-1)...3:2-], nEN e n> 1 
o K-Dk-4)(K-5)...3.2:1, KEN ek >S 


Escreva os produtos a seguir utilizando a notação fatorial: 


a) 8.7.6-5-4 e) n(n-1)(n-2), nEN e nZ23 
b)10-9.8.7.6+-5 9 M+D(mM(n-1D)(n-2), nENenZ3 
c) 21-20-19-18 9 kKk-DK-2)...(kK-8),kKE Nekz29 
d) 100 -99-98.,..51 


Escreva, em uma só expressão fatorial, os produtos: 


a) 10 -9! 

b) 13-12-11-10! 

c) 617.89 

d) (n+1)en!, nE N 

e) K+3)K+D(Kk+1)k!, k EN 

9 (n-D)(n-29(n-3)!, nEN e nZ3 

g (n-p(n-p-1)!, nEN, pENenZptl 
h) (n-p+D)(n-p), nEN, pENenZp 


st qi! 
Dag MTE 
12! 21! 
ty) SE : RARE: 
Da d) rg] 
+ 10.17) Simplifique as expressões: 
n! (k-1)! 
D q-D D =) 
(n+3)! Kk-4)! 
D (ar Di ) Di 
(k+ 2)! (n-p)! 
Dq 9 api 
* 10.18) Simplifique as expressões: 
u (n-3)!(n+3) (n+2)!-(n+1)! 
(n=5)(n=4) 9 u+Doi-al 
b) ada À D! d) (n+1)!-(n+1)-(n-1)! 
n! n!t+(n-1)! 
* 10.19) Resolva as equações: 
a) (n+2)! + (n+D! = 15n! 
b) (n-2)! - 3(n-3)!-8(n-4)! = 0 
(2)! Qu + 1)!+(2n+1) Qu! (Qn- 1! 
Kd Qu Fi Qn-1) Qn- DI id 
* 10.20) Mostre que: 
e o o 
dba ro 
MES Ea á 
Mo E E | 
e DE E E 
LBA Ss 64 
* 10.21) Mostre que: 
1 DE SE qe 
17 4 4 10 
E E A 10? 
9 
bi ? Pq 10º | = 7 a) 
. n=1 
RR a 10º 


10.16) Simplifique e calcule: 


e 10.22) Mostre quen -n!= (n+1)! - n!,comn EN. 
Em seguida, calcule o valor da soma 


S= [4262633] WE. PK 
e 10.23) Mostre que (n+2)n! = (n+1)! + n!,comn EM. 
Em seguida calcule o valor de: 
S=3:11-4.21+5+3!-...+(k+2)k! onde k é ímpar. 


e 10.24) Suponha que se defina fatorial da seguinte maneira: 


Fatorial de um número natural n é o número f(n) definido por 


1, sen=0 
na =| 


Be fin= 1), senZ21 


a) Utilizando essa definição, calcule fatorial de 1, fatorial de 2, fatorial de 3, fatorial de 4 
e fatorial de 5. 
b) Utilizando essa definição, mostre que 


(fatorial den) = f(n) = 1:2+-3+4...n 


+ 10.25) Ainda utilizando a definição do exercício anterior, mostre que, com a E NN, 
a) f(a+2)-f(a+1) = (a+1)-f(a+1) = (a+ 1)? « f(a) 
b) 2f(a) - (a-1) -f(a-1) = f(a-1) + f(a), a >1 
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Capítulo 


Combinações simples 


e arranjos simples 


11.1 — INTRODUÇÃO E CONCEITOS INICIAIS 


Neste capítulo faremos o estudo de dois tipos de agrupamentos que podem 
ser formados dispondo-se de um certo número de elementos: as combinações sim- 
ples e os arranjos simples. 

A palavra simples significa que trabalharemos com elementos distintos, isto 
é, em cada agrupamento formado não haverá repetição de elementos. Posterior- 
mente estudaremos os agrupamentos com repetição. 

Os conceitos de combinação e arranjo são muito fáceis. O fundamental — e 
cuidaremos disso ainda nesta introdução — é saber distinguir um do outro. Anali- 
semos um exemplo esclarecedor: 


Com os elementos do conjunto E = (a; b;c), pede-se formar 
10º) todos os subconjuntos com dois elementos 
2º) todos os pares ordenados, de elementos distintos 


Temos, então: 


19) subconjuntos com dois elementos: 


(a; b); (a;c); (b;c) 


29) pares ordenados (com elementos distintos): 
(a; b); (a; c); (b; c); 
(b; a); (c;a); (c;b) 
Formamos, assim, com os três elementos de E, dois tipos de agrupamentos: 
subconjuntos e pares ordenados, sendo que estes podem ser considerados subcon- 


juntos ordenados de E. 
Vamos, agora, responder às seguintes perguntas: 


Em que diferem entre si os agrupamentos do primeiro tipo? 
Em que diferem entre si os agrupamentos do segundo tipo? 
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Vemos, então, que é possível formar uma combinação que não tem elemento 
(existe um só subconjunto de E que não tem elemento algum: o conjunto vazio). 
Podemos escrever, portanto: 

utero 
4,0 = = 
E 0 


Nota. O número Ca,o = 1 pode aqui ser interpretado como a resposta à 
seguinte pergunta: 
“De quantos modos podemos, de um conjunto E de 4 elementos, 
não escolher nenhum elemento?” 


Ê claro que existe um só modo: não escolher! 


Arranjos — Seja E um conjunto com n elementos; imaginemos que são for- 
mados todos os seus subconjuntos ordenados, incluindo o próprio E, o conjunto (2 
e os subconjuntos com um só elemento. 


“Um arranjo dos n elementos de E, tomados p a p (de classe p) é 
qualquer subconjunto ordenado de E que tenha p elementos (O < p <n). 


O número de arranjos, dos n elementos, de classe p é indicado por: 


An,p o 


Exemplos 


Consideremos o conjunto E = (6; 7; 8; 9). Com os elementos de E, vamos 
formar números de algarismos distintos (note que, quando formamos um número, 
por exemplo 68, estamos tomando um subconjunto ordenado pois, trocada a 
ordem, 86, o múmero se modifica). Estaremos, assim, fazendo arranjos com os 4 
elementos de E. Então: 


f) os números de 1 algarismo são: 
í 6;7;8;9 
Temos, então, 4 arranjos de classe 1, e podemos escrever: 


Ar =4 


E) os números de 2 algarismos são: 


67, 68, 69, 78, 79, 89 
76, 86, 96, 87, 97, 98 
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Temos, então, 12 arranjos de classe 2, e podemos escrever: 


As,2 = 12 


h) os números de 3 algarismos são: 


678 768 867 967 
679 769 869 968 
687 786 876 976 
689 789 879 978 
697 796 896 986 
698 798 897 987 


Temos, então, 24 arranjos de classe 3, e podemos escrever: 
As,3 =24 


i) os números de 4 algarismos são: 


6789 7689 8679 9678 
6798 7698 8697 9687 
6879 7869 8769 9768 
6897 7896 8796 9786 
6978 7968 8967 9867 
6987 7986 8976 9876 


Temos, então, 24 arranjos de classe 4, e podemos escrever: 
Asa = 24 


Observação : evidentemente, não tem significado formar um número com 
“zero algarismo”. No entanto, para estender a noção de arranjo a todos os casos, 
devemos incluir o do subconjunto de zero elemento. Então, se considerarmos o 
conjunto vazio como um subconjunto ordenado que não tem elementos, temos um 
único arranjo de classe zero dos 4 elementos de E: (Ó. Portanto, podemos escrever: 


Ao =1 


11.3 — ARRANJO OU COMBINAÇÃO? 


Através de uma série de exemplos, faremos um treino que nos levará a 
sedimentar os conceitos de combinação e arranjo, bem como o critério para dife- 
renciá-los. ! 

Não é ainda nossa preocupação o cálculo do número de combinações ou de 
arranjos; portanto, deixaremos indicadas essas quantidades através das notações 


Cn,p e An,p- 
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Exemplos 


19) Consideremos 5 pontos distintos, A, B, C, De E, dos quais três quaisquer 
nunca estão alinhados. Com esses pontos, devemos formar 


a) segmentos 

b) segmentos orientados. 

Vejamos de quantos modos isso pode ser feito. 

Para a construção de um segmento (orientado ou não), devemos tomar dois 
dos pontos dados; estamos, então, em ambos os casos, fazendo agrupamentos de 
classe 2. 

Vamos verificar, em cada caso, se se trata de arranjos ou de combinações. 

No caso a, escolhendo 2 pontos, A 
por exemplo A e C, formamos um seg- 
mento (AC). Trocando a ordem dos pon- 


tos, o segmento não se modifica: B 


me 


ÀC = CÀ 
Assim, os agrupamentos 
AB, AC, AD etc. E 
D c 
são as combinações de classe 2 dos 5 pontos, e o número de segmentos que podem 
ser formados é o total dessas combinações, que representamos por Cs ». 
No caso b, escolhendo, por exem- E 
plo, os pontos A e C e formando o seg- A 
mento orientado Aê, é evidente que, ao 
trocarmos a ordem dos pontos, temos um 
novo segmento orientado CA, pois uma 
das características de um segmento orien- 
tado é o seu sentido; por isso, como 
— — 
AC & CA 
é um fato típico dos subconjuntos orde- D c 
nados, os agrupamentos 


AB, BA, AC, CA etc. 
são os arranjos de classe 2 dos 5 pontos, e o número de segmentos orientados que 


podem ser formados é o total desses arranjos, que representamos por As ». 


29) Numa sala estão reunidas 8 pessoas. 
Determinemos de quantos modos pode ser escolhida: 


a) uma comissão de 3 representantes com poderes iguais; 
b) uma diretoria com um presidente, um vice-presidente e um tesoureiro. 
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Evidentemente, nos dois casos, estamos trabalhando com agrupamentos de 
classe 3. 

No caso a, se formarmos uma comissão com as pessoas A, Be C, a troca da 
ordem dos elementos não modifica a comissão, pois os 3 elementos tem os mes- 
mos poderes: | 


(A;B;C) = (A;C;B) = (B;A;C) = (B;C; A) = (C; A;B) = (C;B; A) 
(ECO 4 Soo mpi Sedrol TA Apae ASS ndis ay 
uma só comissão 


Estamos, então, compondo subconjuntos de 3 elementos, isto é, combina- 
ções de classe 3. Assim, o número de comissões possíveis é dado por Cs a. 

No caso b, formada uma diretoria em que A é o presidente, B é o vice-presi- 
dente e C é o tesoureiro, é claro que uma troca na posição de apenas dois desses 
elementos acarreta modificação no grupo, já que os cargos ocupados têm atribui- 
ções diferentes; logo, 

ABC; ACB; BAC; BCA; CAB; CBA 
representam 6 diretorias diferentes. 

Uma diretoria é, por isso, um subconjunto ordenado, tratando-se de arranjos 
de classe 3. O número de diretorias possíveis é, então, dado por As 3. 

De modo geral, os problemas que encontraremos podem ser resumidos no 
seguinte enunciado: 

Dispondo de um conjunto com n elementos, de quantos modos 
podemos escolher p elementos distintos desse conjunto? 

Os exemplos acima nos mostraram como proceder para identificar o tipo de 
agrupamento envolvido nesse problema: arranjo ou combinação? Retiramos, como 
exemplo, p elementos do conjunto dado, formando um agrupamento. 

— se, modificando a ordem dos elementos escolhidos, o agrupa- 

mento não se modificar, trata-se de um problema de combinações, e 

responderemos Cn p 

— se, modificando a ordem dos elementos escolhidos, criamos 
um novo agrupamento, diferente do inicial, trata-se de um problema 

de arranjos, e responderemos An, p- 


Exercícios Propostos 


Utilizando, para as respostas, as notações Cn, p ou An, ps resolva as seguintes 
questões: 


e 11.1) Dispondo de 5 pontos distintos, dos quais três quaisquer nunca estão alinhados, quantos 
triângulos podem ser formados? 
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* 11.2) Dez clubes participam de um campeonato de futebol em um só turno, isto é, dois times 
jogam entre si uma única vez. Quantos jogos terá esse campeonato? 


* 11.3) Dez atletas disputam uma prova olímpica. De quantos modos diferentes o podium (luga- 
res diferentes para o 19, 29 e 39 colocados) pode ser ocupado? 


* 11.4) Com um baralho de 52 cartas (4 naipes de 13 cartas cada) quantos jogos de 3 cartas 
quaisquer podem ser feitos? E de 3 cartas de copas? 


* 11.5) Quantos números de 5 algarismos podem ser formados com os algarismos de 1 a 8? 


* 11.6) Uma urna contém 10 bolas numeradas de 1 a 10. De quantos modos podem ser retiradas 
duas bolas, sorteando-se uma primeira e em seguida uma segunda dentre as 9 restantes? 


e 11.7) Em uma sala há 6 cadeiras e 4 pessoas. De quantos modos distintos as pessoas podem 
ocupar as cadeiras? 


* 11.8) Em uma estante, há 9 lugares vagos. De quantos modos podem 5 livros diferentes ser 
colocados na estante? 


* 11.9) Uma caixa contém n etiquetas numeradas de 1 a n. De quantos modos podem ser 
retiradas S etiquetas, não importando a sua ordem? 


* 11.10) Vinte tenistas disputam um torneio regional para se escolher os 5 que participarão de um 
torneio internacional. De quantos modos pode ocorrer essa escolha? 
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e di Cálculo do número 


de arranjos e 


de combinações 


12.1 — INTRODUÇÃO 


Entendidos os conceitos, podemos agora nos interessar pelo cálculo das 
quantidades de arranjos e de combinações. Em outras palavras, estudaremos as 
regras e fórmiulas para An,p € Cn, p- 


12. 2 - CÁLCULO DO NUMERO DE ARRANJOS 


Consideremos, inicialmente, alguns exemplos. 
Exemplos 


a) Vamos determinar quantos arranjos de classe 3 podem ser feitos com os 
5 elementos do conjunto E = (a;b;c; d; e, isto é, vamos calcular As 3. 
Sabemos que um arranjo de classe 3 é um subconjunto ordenado de 3 


elementos: 


O número de possibilidades de escolher esses três elementos é o número de 
arranjos As 3, e a escolha se desenvolve em 3 etapas sucessivas. 
Para a escolha do 19 elemento, temos 5 possibilidades: ou a, ou b, ou c, 


ou d, ou e. 
Como, nos arranjos simples, não podemos repetir elementos, para as escolhas 
do 29 e 39 temos, respectivamente, 4 e 3 possibilidades. 


de vo lhea cul 
possibilidades: 15 4 3 
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Então, pelo Princípio Fundamental da Contagem, o total de arranjos é 
As,3 =5.4.3=60 
(Observe que As 3 é igual ao produto de 3 fatores, consecutivos e decrescentes, 
iniciados por 5.) 


b) Vamos determinar quantos números de telefones podem ser formados 
(prefixo de 3 algarismos seguido de outros 4 algarismos) com o prefixo 721, 
sendo os algarismos seguintes distintos entre si. 


REBRREM 


4 algarismos distintos 


É evidente que, ao escolhermos 4 entre os 10 algarismos do nosso sistema de 
numeração estamos fazendo um arranjo, pois, modificada a ordem dos algarismos, 


o número de telefone se modifica. Por exemplo, | 721-2584| &| 721-2548 


Assim, o total de telefones é dado por Aio,- 
Por outro lado, esse tipo de problema já é nosso conhecido, do estudo do 
Princípio Fundamental da Contagem: 


nnsa 


o 


possibilidades: 10 9 8 E | 


Temos, portanto: 
Ajo,s = 10-9-8+-7 = 5040 


(Observe que Ajo,a é igual ao produto de 4 fatores, consecutivos e decres- 
centes, iniciados por 10.) 

Esses dois exemplos nos mostram que a formação de um arranjo, isto é, de 
um subconjunto ordenado, segue exatamente o Princípio Fundamental da Con- 
tagem: a ocorrência de eventos sucessivos e ordenados. 


19 evento: escolha do 19 elemento do subconjunto 
2º evento: escolha do 2º elemento 
30 evento: escolha do 3º elemento 


e assim por diante. 

Podemos, então, resolver o caso geral, ou seja, calcular An, p: 

Dispondo de um conjunto E com n elementos, quantos arranjos simples de 
p elementos podem ser formados? (0 < p < n). 
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1º caso: p = O 


Sabemos que existe um único arranjo de classe zero: o conjunto b (veja a 
observação que precede o item 3.3). 
Então, temos: 


2º caso: p = 1 


Se dos n elementos de E devemos escolher 1, temos n possibilidades, pois 
cada elemento de E é um arranjo de classe 1 (veja o exemplo f, no capítulo 3). 
Então, temos: 


3º caso: p 2 2 

Devemos escolher p dos n elementos: 

— para a escolha do 1º, temos n possibilidades 

— para a escolha do 2º, temos n - 1 possibilidades (pois não podemos repetir 


elementos) 
para a escolha do 3º, temos n - 2 possibilidades 


para a escolha do pº, temos n - (p - 1) possibilidades 


vou y y y 


Observe que An, p é igual a um produto de p fatores, consecutivos e decres- 
centes, iniciados por n. 
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Exemplos 


2 fatores 
Ass=8-7-6-.5.4 = 6720 
5 fatores 
An2 = n(n-1) 

1 


2 fatores 


An+2,3 e (n a; 2) (n + Dn 
Ri 
3 fatores 
Ajo=1 
VER =13 
Em certas situações, é conveniente escrever a expressão do número de 
arranjos utilizando a notação fatorial. Por exemplo: 


Si ucbsseda dd 
O ds Po COME RSA 


PR, A RE se dl E TR UR 1 


As,s 3.2-1 3% = 


Assim, no caso geral, temos: 


Anp=n(n-D)(n-2)...(n-p+1)= 
= M(n=-1)(n-2)...(n-p+1) (n- Rapel)... 21. ! 
(n-p)(n-p-1).,.2.1 (n - p)! 


Podemos, então, utilizar a fórmula 


Observação: devemos notar que a expressão acima é válida para os casos 
p =0€e p = 
fosp tl Bi. SM O 
Ac -Op o" MT DO * 


Exercícios Resolvidos 
12.1) Resolva a equação An2 = S6: 
Solução 
Como An,2 = n(n-1), temos: 
n(n-1) = 56 que é o mesmo que n2 -n - 56 = 
Resolvendo essa equação, obtemos: 
=8 ou n=-7 
Como n deve ser um número natural (representa o número de elementos Mo um 
conjunto), n = -7 não convém. Assim, S = (8). 


12.2) Resolva a equação An-1,6 = 30 An-3,4 
Solução 


] 
É conveniente, nesse caso, usarmos a expressão An, p = E para não escre- 


ver produtos extensos. Assim, temos: 


” da (n- 1)! + (n- 1)! 
n-1,6 Tn-1)-6]! (n=-7! 
20-03! 
[n-9-4]! "“-D 


An-3,4 = 


A equação, então, fica: 


(n-1)! 
(n-7)! 


(n-3)! 
(n-7)! 


= 30) 


e daí, 
-(n-D!=30-(n-3! 
(n-1)(n-2)(n-3)! =30-(n-3)! 


que é o mesmo que n2-3n - 28 = O cujas raízes são n = 7 oun = -4 (não convém). 
Logo, S = (7). 


12.3) Mostre que An, k * An-k, p-k = An,p-comk < p < n. 


Solução 
Utilizando a expressão: 


An,p é = , escrevemos: 


= a! (n-k)! 
“Am ke An-k pk “qnt Tab” 
pe n! pio £ o. 


Exercícios Propostos 


º 12.4) Calcule: 
a) Aro,4 b) As,3 c) A6,6 d) An,3 
e) An+2,2 f) Aro,o 8) Ag, h) Ass,1 
e 12.5) Determine as condições de existência de cada expressão dada, onde n E Z. 
a) An,3 b) Asn c) An+2,4 
d) An+8,3 e) Aan+10, n+5 £) An-3,3,n 


e 12.6) Resolva as equações: 
a) An+1,2 = 90 b) An-1,2 = 110 


12.7) Resolva as equações: 
a) An,3 = 14 An,2 
b) An+3,7 = 63 An+1,5 
c) An+1,6 - 55 An-1,4 = 7 An,s 


“ 


912.8) Determine n nas equações abaixo. Em seguida, para esses valores de n, determine os 
possíveis valores de p. 
a) An,p = 3 An-w,p-1 
b) An+2,p + 20 An, p-2 = 10 An+a1, p-1 


e 12.9) Mostre que: 


An+1, pti1 


n+D) An p-1 + 
( ) n, poi n-p+1 


= 2An+1,p 


12.3 - CÁLCULO DO NÚMERO DE COMBINAÇÕES 


Consideremos, inicialmente, os exemplos. 


Exemplos 

c) Vamos determinar quantas combinações de classe 3 podem ser feitas com 
5 elementos do conjunto E = (a;b;c; d;e). 

Sabemos que existem Cs 3 dessas combinações. Tomando, por exemplo, uma 
delas: 

(a; c; d) 

vamos verificar quantos arranjos de classe 3 podem ser formados a partir dela; 
para isso, basta escrevermos os elementos a, c e d em todas as ordens possíveis: 


Cotia 
(a; c; d), (a; d; c), (c; a; d), (c; d; a), (d;a; c), (d;c;a) 


Temos 6 arranjos gerados pela combinação. 

Para concluir que a combinação (a; c; d) gera 6 arranjos de classe 3 sem 
formar todos eles, basta aplicar a fórmula correspondente ao número de arranjos 
de 3 elementos, tomados 3 a 3: 

As3=3.2.1=31=6 

Tomada outra combinação, evidentemente o resultado se repetirá. 

Vemos, então, que cada combinação de classe 3 gera 3! = 6 arranjos de 
classe 3. 

O total de combinações de classe 3 (Cs,3) gera o total de arranjos de classe 3 
(As,3). 


1 combinação — 3! = 6 arranjos 
Cs,3 combinações — As arranjos 


Dessa proporcionalidade tiramos o total de combinações: 


A 
Cs, = —&2 


3! 


De fato, existem 10 combinações dos 5 elementos de E, tomados 3a 3: 
(a; b; c), (a;b; d), (a; b;e), (a;c; d), (a;c;e) 
(a; d;e), (b; c; d), (b; c; e), (b; d;e), (c; d;e) 


d) Vamos determinar de quantos modos podemos escolher, entre 6 pessoas, 
uma comissão de 4 pessoas. 

Evidentemente, trata-se de um problema de combinações pois, numa comissão 
podemos trocar a ordem de seus elementos que ela não se modifica. 

Assim, o total de comissões é dado por Cs,s- 

Vamos considerar uma dessas comissões, por exemplo aquela formada pelas 
pessoas 

XxX, Y,W,Z 


e calcular quantas diretorias com presidente, vice-presidente, secretário e tesoureiro 
podem ser formadas a partir dessa comissão. 

Sabemos que a formação de uma diretoria corresponde a construir um 
arranjo, pois a ordem em que os cargos são ocupados é importante. 

Assim, como dispomos de 4 elementos X, Y, W e Z, o número de arranjos que 
podem ser formados usando os 4 elementos é: 

Ags=4-.3.2.1=41=24 

É claro que uma outra comissão também daria origem a outras 24 diretorias. 

Vemos, então, que cada comissão gera 4! = 24 diretorias. 

Como existem Cs, 4 comissões e o total de diretorias é As,4, temos a pro- 
porcionalidade: 


1 comissão —— 4! = 24 diretorias 
Cs,4 comissões —» As,4 diretorias 


donde tiramos Cs,4 - des 
216.5.4.3 + 
E ht Andira, + 
Ora, o fato de nos exemplos c e d termos encontrado que 
- As,3 - As, 
io Sem afigura 


está nos sugerindo que o número de combinações simples, de classe p, é igual ao 
número de arranjos simples, de classe p, dividido pelo fatorial de p, ou, em outras 
palavras: 
O número de combinações simples de p elementos que podem 
ser formadas com os n elementos de um conjunto E (0<p <n) é 
dado por 


Demonstração 
19) para p = 0 
Existe uma única combinação de classe zero: o conjunto 3) (veja o exemplo 


: a 
e do capítulo anterior). Assim, Cy o = ( vai =1. 


| 
E MU Sro 
Mas, para p = 0, temos p! o! 1 1 
n) An, 
cd ac o) 0! 
29) para p >1 
Vamos supor que o conjunto 
Dx; x2;X3;...; Xp) 


seja uma qualquer das Cn, p combinações dos n elementos de E, tomados p a p. 

A partir dessa combinação podemos formar um certo número de arranjos de 
p elementos; basta para isso escrever os elementos em todas as ordens possíveis. 

Como temos p elementos e os arranjos devem usar todos eles, esse número é 

Pag: LARS: 1 
App Tp-p or P 

Temos, então, que cada combinação de classe p gera p! arranjos de classe p. 

O total de combinações (Cn, p) gera o total de arranjos (An, p). 
1 combinação gera p!arranjos 
Cn,p combinações geram An, p arranjos 


Portanto, Cn, p «Tae 
Exemplos 
Cs,3 sas - Sê = 56 
esa pe Eita 
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| 
Lembrando que An, p = ra , à expressão de Cn, p pode ser escrita: 


o! 
€ 4 Pp e on. 
e p! pl(n - p)! 


Podemos, então, recorrer à fórmula: 


Observação: são bastante úteis os valores de Cn, p nos casos particulares em 
quep=0, p=1 e p=n. Devemos, por isso, conhecê-los: 


Cc n! cs m(n-D! o 
n,1 E E 


“Aa, ici 
Assim, 
Cn,n = MRE Es 
Assim, 
Exemplos 


Exercícios Resolvidos 


12.10) Resolva a equação Cn,s = 4Cn-1,4 


Solução 
Utilizando a fórmula 


que 
Cn, p = pl(n-p)! * 


a equação se escreve: 


n! sá 
Sin-5! 4!n-1-4)! 
n(n-=D! (n - 1)! 
5 *4!(n-5)! 4!(n-5)! 


donde = 4, isto é, n = 20 


Logo, S = (20) 


+ 
12.11) Mostre que pa Cn,p+1 = Cn,p onde n > p. 
»P p 


n-p 


Solução 


pd a JR a 


p+l1 n! 


n! 


(n - p)! 


“pla-pDo 


Exercícios Propostos 


e 12.12) Calcule: 
q 
a) Cio,s b) á 

e) Cis,1s 


e 12.13) Resolva as equações: 
a) Cn,2 + 2Cn1 = 9 
b) 11An,2 = 3Cn+1,4 


c) C20,2 


o ( 


17 
1 


np prDpia-p-D pla-pn-p-D 
1 ————— 


(+ DJ! 


13.2) Quantos subconjuntos de 4 elementos tem o conjunto E = (2; 4;6;7;8; 9h 
Solução 


Cada subconjunto de 4 elementos é uma combinação dos 6 elementos de E, 
tomados 4 a 4. Assim, o número desses subconjuntos é: 


- Aga - 6050403 
E ARNO A 


13.3) Quantos jogos foram realizados em um campeonato de futebol, disputado em um só 
turno (isto é, dois times se enfrentaram uma única vez), do qual participaram 16 times? 


Solução 


É claro que, por exemplo, o jogo Santos versus Corinthians é o mesmo que 
Corinthians versus Santos. Por isso, o número de jogos é o total de combinações das 
16 equipes formadas duas a duas: 

Aí 16 - 15 

Ci6,2 = 16,2 =D — 


2 p) = 120 jogos 

13.4) Dez equipes de basquete vão disputar um campeonato em três turnos (isto é, duas 
equipes vão jogar entre si três vezes). Supondo que um mesmo time ganhe os três turnos, 
não havendo, por isso, necessidade de nenhum outro jogo, quantas partidas serão 
disputadas? 


Solução 


A exemplo do exercício anterior, trata-se de um problema de combinações. 
Em cada turno, o número de jogos é dado por C10,2- Como teremos três turnos, 


o total de jogos será: 
A 1 
3 Crga é de — am 3. E. 135 


13.5) Doze atletas (4 sul-americanos, 4 africanos e 4 asiáticos) disputam uma prova. Serão 
premiados, conforme a classificação, os cinco primeiros colocados. De quantas ma- 
neiras pode ser feita a premiação? 


Solução 

Se a premiação é feita conforme o atleta seja primeiro, segundo, ..., ou quinto 
colocado, cada vez que se forma a lista dos 5 primeiros, tem-se um subconjunto orde- 
nado. 


Logo, o total de maneiras é: 
Asas = 12+11-10-9-8 = 95040 
13.6) No exercício anterior, qual o número de maneiras de se fazer a premiação, se o único 


sul-americano classificado é o primeiro colocado? 
29 39 49 59 


fi [se] 0] 0) 01 0) 


atletas de outras origens 
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Solução 
Temos, então, 4 possibilidades de escolher o 19 colocado (qualquer dos atletas 
sul-americanos). Restam-nos, portanto, 8 atletas para a escolha dos 4 outros premiados, 
já que não há outro sul-americano classificado. Assim, o total de maneiras é, pela 
Regra do Produto . 
4:A84=4:8e7-6-5= 6720 


13.7) Uma equipe de inspeção tem um chefe, escolhido entre 4 engenheiros e 10 técnicos, 
escolhidos entre 15 outros profissionais. De quantas maneiras pode ser composta essa 


equipe? 


Solução 
Para a escolha do chefe, temos 4 possibilidades. 
Para a escolha dos técnicos, dispomos de 15 elementos para escolher 10; como 
esses profissionais têm atribuições iguais, cada grupo de técnicos é uma combinação. 
Logo, o número de modos de compor a equipe é: 


AS Pepe gt cmi! dia 
W+ Cia o * 4eitpRd sc Iuscga sede 120 


13.8) Quantos números de 3 algarismos distintos, começando por algarismo ímpar, podem ser 
formados com os elementos 2, 3,4,5,6,7€e 8? 


Solução 
É um problema de arranjos pois, por exemplo, 345 & 534. 


Ea 


Para a escolha do primeiro algarismo, temos 3 possibilidades: os algarismos 
3,55 7 
Escolhido o primeiro, restam-nos 6 elementos, dos quais devemos escolher 2. 
Logo, a quantidade desses números é: 
346,2 =3:6e5.=90 


13.9) Quantos números, entre 1 000 e 20 000, de algarismos distintos, podem: ser formados 
com os algarismos de 1 a 9? 


Solução 
Calculamos, primeiro, a quantidade de números entre 1000 e 10 000, isto é, 
números de 4 algarismos 


1000 < [TE] EI] E] <1000 


número de 4 algarismos 


distintos 


Como dispomos de 9 elementos para escolher 4, essa quantidade é dada por Ag 4. 
Calculamos, agora, a quantidade de números entre 10 000 e 20 000. Devemos 
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13.10) 


13.11) 


13.12) 
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notar que são números de 5 algarismos que, para serem menores que 20 000, devem ter 
o 1 como primeiro algarismo: 


10000 < [7] [DD] DI] <2000 


Fixado, então, o número 1, restam-nos 8 algarismos para escolher os 4 que se 
seguirão ao 1. Temos, então, Ag,4 números. 
Logo, o total de números é a soma das duas quantidades: 


Ag,4 + As,4 =9.8:7.6+8-7-6-5=4704 


Qual o número de subconjuntos com 2, 3 ou 4 elementos que tem um conjunto de 
9 elementos? 


Solução 


O número de subconjuntos de 2 elementos é dado por Cs, 2. 
O número de subconjuntos de 3 elementos é dado por Cs, 3. 

O número de subconjuntos de 4 elementos é dado por Cg 4. 
Assim, o total de subconjuntos pedidos é: 


EE A JDE o dt as 


Ruy me6 
Co,2 + 09,3 4094 =507*30201 140302017 246 


Unindo-se os vértices de um octógono regular, formam-se quantos segmentos? Quantas 
diagonais tem o octógono? é 
“ 
Solução D B 
Dispomos de 8 pontos para a es- A 
colha de 2. Como a ordem em que uni- 
mos os pontos não modifica o segmento A 
formado, podemos construir E e 
Cs,2 5 = 28 segmentos. 
. . 
F H 
. 
G 
EB=BE 


Notemos, agora, que dos 28 segmentos que podem ser formados, alguns são 
lados do octógono e outros são diagonais. Logo, subtraindo o número de lados (que é 8), 
obtemos o número de diagonais: 


Cs,2 - 8= 28-8 = 20 diagonais 


É dado um conjunto E, de 10 elementos. Quantos subconjuntos de E não são conjuntos 
de 4 elementos? 


Solução 
É evidente que a solução do problema pode ser feita calculando-se o número de 
subconjuntos de 0, 1, 2, 3, 5,.. . 10 elementos e somando-se todos esses resultados. 


No entanto, é muito mais simples calcular o total de subconjuntos de E e dele 
subtrair o número de subconjuntos que têm 4 elementos. Teremos, assim, a quantidade 
de subconjuntos que não são de 4 elementos. Então: 


— o número total de subconjuntos de E é a 
— o número de subconjuntos de 4 elementos é dado por C19,4- 
Portanto, a solução é: 


10-98. 
3 


7º - Ciça = 1024 -ADIDBIT = gu4 


13.13) Dez pessoas, entre elas José, estão reunidas para escolher a diretoria de um clube, 
formada por um presidente, um vice-presidente, um secretário e um tesoureiro. Em 
quantas das diretorias que podem ser formadas José não é o presidente? 


Solução 

Calculando, primeiramente, o total de diretorias possíveis e, em seguida, o número 
de diretorias em que José é presidente, a diferença entre esses resultados nos dá o 
número de diretorias nas condições do problema. 

— O total de diretorias é dado por Aro, 4. 

— Fixado José na presidência, os três outros diretores devem ser escolhidos entre 
as 9 pessoas restantes. 


P V-P s E 
O número dessas diretorias é, então, dado por Ag 3. 


Portanto, o número de diretorias em que José não é presidente é: 
Ario,4 - Ag,3 = 10:9-8-7-9-8-7= 4536 


13.14) Quantos triângulos podem ser construídos usando-se, como vértices, os pontos A, B, C, 
D, E, F,G, H, I da figura? 


Para a construção de um triângulo, devemos escolher 3 pontos entre os 9 dados. 
Como, por exemplo, o triângulo ABF é o mesmo triângulo BFA, trata-se de um problema 
de combinações. Podemos resolvê-lo de dois modos: 


19 modo: 


O total de combinações dós 9 elementos, tomados 3 a 3, é dado por Cs 3. 

Mas, por certo, estão incluídos nesse total, agrupamentos de 3 pontos que, 
absolutamente, não determinam triângulos por serem grupos de pontos que pertencem 
à mesma reta, como, por exemplo, ABC, ACD, FGH. 


Devemos, então, subtrair desse total, o número de falsos triângulos. Para isso, 
basta calcularmos o número de combinações de classe 3 existentes com os 4 pontos da 
reta re com os 5 pontos da reta s: 

— número de falsos triângulos em r: Ca 3. 

— número de falsos triângulos em s: Cs 3. 


Portanto, o número de triângulos é: 


9807 4.302 5403 
3:21 


4 
o ad a] Regel af (O 


29 modo: 


Os triângulos que podem ser construídos são de dois tipos: com um vértice em 
re dois em s ou com um vértice em se dois em r. 


— Número de triângulos com um vértice em r e dois em s: 


Para a escolha do vértice em r, temos 4 possibilidades (A, B, C, D). Para a escolha 
de dois vértices em s, temos Cs,2 possibilidades. 
Assim, o número desses triângulos é: 


4 rd a o 
4ºCs2 = 4.557 =40 


— Número de triângulos com um vértice em se doisemr: 

Para a escolha do ponto sobre s, temos 5 possibilidades. Para a escolha de dois 
pontos sobre r, temos C4 2 possibilidades. 

Assim, o número desses triângulos é: 


Eng Ia 
SC se 


Logo, o total de triângulos é: 
4ºCs 2 + 5*Ca2 =40+30=70 


13.15) Com os 7 cardiologistas e 6 neurologistas que trabalham em um hospital, quer-se 
formar uma junta médica de 5 elementos. Quantas juntas podem ser formadas se devem 
sempre participar 3 cardiologistas e 2 neurologistas? 


Solução 


Temos aqui um problema de combinações pois, formada uma junta, ela não se 
modifica quando se altera a ordem de seus elementos. 

É evidente que não podemos formar os 13 médicos e combiná-los 5 a 5: desta 
forma estaríamos formando muitas comissões que não satisfazem as condições do 


problema. 
Devemos notar que, para termos certeza de formar juntas com 3 cardiologistas 


e 2 neurologistas, precisamos resolver o problema em duas fases: primeiro, escolher os 
3 cardiologistas; em seguida, escolher os 2 neurologistas. São, portanto, dois eventos. 


19 evento: escolha dos cardiologistas 


Dispomos de 7 elementos para escolher 3. O número de possibilidades é, então, 
Ca. 


2º evento: escolha dos neurologistas 
Dispomos de 6 elementos para escolher 2. O número de possibilidades é, então, 


Cs,2. 
19 evento 2º evento 
[= [=] 
y y 
as ria ai 1 
possibilidades: | Cy Cs,2 ! 
o ij at o qu Sai a «) 


Finalmente, pelo Princípio Fundamental da Contagem, o número de juntas é: 


756/65 16/05 
ia cad TE TS Ta tr o 


. 


13.16) Dispondo de um baralho de 52 cartas (4 naipes com 13 cartas cada), determine 
quantos jogos de 5 cartas podem ser formados nas seguintes condições: 


a) 5 cartas quaisquer; 

b) jogos com 3 reis e 2 valetes; 

c) jogos com 3 cartas de copas e 2 cartas de ouro; 
d) jogos com exatamente 2 ases. 


Solução 
Escolhidas 5 cartas, o jogo formado não se modifica quando se altera a ordem 
dessas cartas; trata-se, então, de combinações. 


a) O número de jogos com 5 cartas quaisquer é: 


-52-51.50.49.48 


Cas Cage gsTes o 2598960 


b) jogos com 3 reis e 2 valetes; resolvemos o problema em 2 fases: 
19 evento: escolha de 3 reis 


No baralho, existem 4 reis. O número de possibilidades é, então, C4,a. 


2º evento: escolha de 2 valetes 
Também dispomos de 4 valetes. Assim, o número de possibilidades é Cs 2. 


19 evento 2º evento 


EEE! 


Logó, pelo Princípio Fundamental, o total de jogos é: 


E e Ng 1 
Ega Ca Tp + au 
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c) Jogos com 3 cartas de copas e 2 de ouro; 


1º evento 2º evento 


fófe!] 


19 evento: 3 cartas de copas 
número de possibilidades: Cj3,3 


29 evento: 2 cartas de ouro 
número de possibilidades: C13,2 


Total de jogos desse tipo: 


13-12-11 


32 
3-2-1 2-1 


= 22308 


Ci3,3* C13,2 = 


d) Jogos com exatamente 2 ases 


Iniciamos escolhendo 2 ases; para termos certeza de que não ocorrerá outro ás 
entre as 3 cartas seguintes, para a escolha destas 3 eliminamos os 4 ases do baralho, 
restando-nos 48 cartas: 


1º evento 


19 evento: escolha de 2 ases 


2º evento 


número de possibilidades: C4 2 


2º evento: escolha de 3 outras cartas 
número de possibilidades: Cag 3 
Total de jogos com exatamente 2 ases: 


4.3 48.47.46 


Ca,2* Cas,3 MIT RS = Qro = 103776 


Dez objetos diferentes devem ser guardados em 3 gavetas A, Be C, sendo 4 objetos em 
A,3emBe 3emcC. De quantas maneiras isso pode ser feito? 


Solução 

Iniciamos pela escolha dos 4 objetos para a gaveta A; em seguida, dos 6 objetos 
restantes, escolhemos 3 para a gaveta B, ficando assim, automaticamente escolhidos os 
objetos para C: os últimos 3. 
19 evento: escolha para A 


número de possibilidades: Cio,4 


2º evento: escolha para B 
número de possibilidades: Cs6,3 
Total de maneiras: 
Cio,4* C6,3 = 210 +20 = 4200 


13.18) Trabalham, em uma firma, 8 engenheiros e 6 economistas. Quantas comissões de 5 desses 
profissionais podem ser formadas de modo que em cada comissão haja, no mínimo, 


3 engenheiros? 
Solução 


Ter no mínimo 3 engenheiros significa que as comissões podem ter exatamente 
3 engenheiros, ou 4 engenheiros ou 5 engenheiros, isto é, podemos formar comissões de 


3 tipos: 


I. com 3 engenheiros e 2 economistas 
H. com 4 engenheiros e 1 economista 
HI. com 5 engenheiros 


A soma das quantidades de cada um dos tipos nos dará o total de comissões. 


I. comissões com 3 engenheiros e 2 economistas 


19 evento 2º evento 
[Eng | Eng | Es | 
y 4 
ma er 


Total dessas comissões: Cg,3 * C6,2 = 56-15 = 840 


IH. comissões com 4 engenheiros e 1 economista 


19 evento 2º evento 
Ens | Ene | Ens | Ene | 
y + 
possibilidades: | Cg,4 6 ] 
dq as qua ou pad 2 pt DT ea ao | 


Total dessas comissões: Cg 4 * 6 = 70 + 6 = 420 


HI. comissões com 5 engenheiros 


[os | red pio pao 
y 


did 
possibilidades: | 


Total dessas comissões: Cs, 5 = 56 
Assim, o número de comissões com, no mínimo, 3 engenheiros é: 
Cs,3ºC6,2 t+ 6ºCaa + Cs,s = 840 + 420 + 56 = 1316 
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13.19) Considere um baralho de 28 cartas (os 4 naipes, com 7 cartas cada). Quantos jogos de 8 
cartas, com, no mínimo, 3 cartas de paus, podem ser formados? 


Solução 


Como no exercício anterior, temos vários casos a considerar: são os jogos com 
exatamente 3 cartas de paus, com 4, 5, 6 ou 7. Podemos, entretanto, conduzir o pro- 
blema por um outro caminho, calculando inicialmente o total de jogos possíveis e, 
depois, subtrair desse total as quantidades de jogos com duas cartas de paus, com uma e 
também com nenhuma carta de paus. Assim: 


O Total de jogos de 8 cartas: Co8,8 = 3108105 


€ Jogos com duas cartas de paus: 


19 evento 2º evento 

y 7 
cdi = e ii 
possibilidades: | Ca Ca,6 | 
as Ui Gini ii iq a a | 


Total desses jogos: Cy 2 * C»,6 = 1139544 
€ Jogos com uma só carta de paus: 


oi 
| 


possibilidades: 1 7 Ca 
k | 


Total desses jogos: 7 - C21,7 = 813960 
º Jogos sem nenhuma carta de paus: 


Retirando do baralho as 7 cartas de paus, restam-nos 21 cartas para escolher 8: 
C21,8 = 203490 jogos 

Finalmente, o número de jogos com pelo menos 3 cartas de paus é: 

Coma =Caa e Ci 6 = 1 =Co o — Ca é = 95111 


Exercícios Propostos 


e 13.20) Numa urna há 20 bolas, sendo 11 brancas, 5 azuis e 4 vermelhas. De quantos modos 
podemos retirar: 


a) uma bola 

b) duas bolas 

c) duas bolas brancas 

d) três bolas, sendo nenhuma branca 
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º 13.21) 
» 13.22) 
º 13.23) 


* 13.24) 


13.25) 


» 13.26) 


* 13.27) 
+ 13.28) 


e 13.29) 


€13.30) 


13.31) 


13.32) 


13.33) 


Dez estudantes prestam um exame. De quantas maneiras pode ser composta a lista dos 
4 primeiros colocados? 


Entre 10 condôminos presentes a uma reunião devem ser eleitos 1 síndico e 3 conse- 
lheiros. De quantos modos pode se dar a escolha? 


Quantos números, de 3 algarismos distintos, maiores que 499, podem ser formados 
com os algarismos 1, 2,3,4,5,6,7,8? 


Uma confeitaria produz 8 tipos de doces e dispõe de embalagens para 3 quaisquer dos 
tipos. Se as embalagens podem ser apresentadas em 5 cores diferentes, quantas são as 
alternativas de escolha de um consumidor? 


Participam de um torneio de xadrez 5 russos, 5 americanos e 4 cubanos. De quantos 
modos pode ser feita a premiação dos 3 primeiros colocados se o único americano 
classificado ficar em terceiro lugar? 


Numa livraria há 15 coleções diferentes de livros, com 6 volumes em cada coleção. 
Um cidadão quer presentear um amigo com 3 volumes de uma mesma coleção. Quantas 
são as maneiras de escolha? 


Dado o conjunto E = (a; Elos drest: g>, determine em quantos dos seus subconjuntos 
de 5 elementos comparecem a e b. 


No exercício anterior, em quantos dos subconjuntos de 5 elementos não comparecem 
a nem b? 


Sete pessoas, entre elas José e Eustáquio, estão reunidas para formar uma chapa com 
presidente, secretário, segundo-secretário e tesoureiro. Determine em quantas das possí- 
veis chapas: 

a) José é presidente e Eustáquio tesoureiro 

b) José não é o presidente e Eustáquio não é o tesoureiro 


No exercício anterior, em quantas das possíveis chapas pelo menos um deles (José ou 
Eustáquio) faz parte da diretoria? 


Um deputado quer convocar 5 entre 8 políticos de seu grupo para uma reunião. No 
entanto, dois desses políticos têm forte rixa pessoal. De quantos modos pode ser feita a 
convocação de maneira que não compareçam simultaneamente os dois citados? 


Considere um conjunto de 10 elementos e determine o número de seus subconjuntos com: 


a) 6 elementos 
b) 2,3 ou 4 elementos 
c) qualquer quantidade de elementos, com exceção pri de 2 ou 3 elementos. 


Com os algarismos de 1 a 9, quantos números naturais x, de algarismos distintos, 
podem ser formados se: 


a) 10000 < x < 100000 ce) 1000 <x< 30000 
b) 100 <x< 2000 d) 1000 <x< 25000 
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13.34) Considere os vértices de um hexágono regular. 


a) Quantas retas ficam por eles determinadas? 
b) Quantos triângulos com vértices nesses 6 pontos podem ser construídos? 


13.35) Considere os vértices de um decágono regular. 


a) Quantos segmentos podem ser traçados unindo esses vértices? 
b) Quantas diagonais tem o decágono? 


13.36) Deduza, pelo processo combinatório, a expressão Dy do número de diagonais de um 
polígono regular de n lados. 


13.37) Quantos triângulos podem ser construídos com vértices nos pontos da figura: 


13.38) Quantos triângulos podem ser construídos com vértices nos pontos da figura: 


A B c 


T[——-————— ee 
D E E 
—————>——— et 


G H l 


13.39) Sobre os lados de um triângulo marcam-se 3, 4 e 5 pontos, respectivamente, distintos dos 
vértices. Determine o número de triângulos que podem ser construídos com vértices nos 
pontos marcados. 


13.40) O corpo docente de uma escola é formado por 4 diretores e 6 livres-docentes. De 
quantas maneiras pode ser composta uma banca de exames com 2 diretores e 4 livres-do- 
centes? 


13.41) Trabalham em uma firma 6 engenheiros e 6 arquitetos. Quantas comissões com 4 enge- 
nheiros e 3 arquitetos podem ser formadas? 


13.42) De quantas maneiras diferentes podemos vestir 2 meninos (de mesmo tamanho) dispondo 
de 5 camisas e 4 calças? 


13.43) Doze pessoas dispõem, para viajar, de 3 carros: um de 6 lugares, um de 4 lugares e um 
de 2 lugares. Determine o número de maneiras de distribuir as pessoas nos carros. 


13.44) De quantos modos podemos distribuir 10 brinquedos entre 4 crianças, de modo que a 
primeira receba 3, a segunda 3, a terceira 2 e a quarta 2? 


13.45) Para um desfile em que 3 modelos se apresentam, um costureiro dispõe de 4 vestidos, 
6 pares de sapatos e S bolsas, sendo esteticamente possível formar qualquer conjunto. 
De quantas maneiras diferentes pode o costureiro vestir os modelos? 


13.46) Determine, dando a resposta na notação fatorial, de quantos modos uma classe de 25 
alunos pode ser separada em 5 grupos de 5 alunos. 
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13.47) Determine de quantos modos podem n pessoas serem separadas em & grupos de p pessoas 
cada, sendo n = Gp. 


13.48) Quantas comissões de 5 pessoas podem ser formadas, dispondo de 10 deputados e 6 
senadores, de-modo que, em cada comissão, haja pelo menos 3 deputados? 


13.49) Quantas comissões de 5 pessoas podem ser formadas, dispondo de 10 deputados e 6 
senadores, de modo que, em cada comissão, haja no mínimo 2 senadores? 


13.50) De um baralho de 52 cartas são eliminadas as cartas de 2 a 9, dos 4 naipes. Com as 
cartas restantes, determine o número de jogos (que podem ser formados) 
a) de 5 cartas quaisquer 
b) de 5 cartas, com 3 ases e dois reis 
c) de 5 cartas, com 3 iguais entre si e outras duas iguais entre si (por exemplo, 3 ases 
e dois reis ou 3 damas e 2 ases) 


13.51) Ainda nas condições do exercício anterior, determine o número de jogos de 5 cartas com: 


a) exatamente dois ases 

b) exatamente duas cartas de copas 
c) no mínimo três ases 

d) no mínimo um ás 

e) no mínimo duas cartas de copas 


13.2 — O PROBLEMA DO NÚMERO DE FUNÇÕES INJETORAS 


No item 1.5, vimos como se determina o número de funções de E em F, 
sendo E e F dois conjuntos finitos. Nosso problema agora é determinar quantas das 
funções de E em F são injetoras. 

Recordemos que uma função f é injetora quando cada elemento do con- 
junto-imagem de f é imagem de um único elemento de E, isto é, dois elementos 
diferentes de E, x, e x», têm imagens diferentes em F: f(x,) & f(x,). Veja o 
diagrama de flechas como exemplo: 


Então, para compreendermos o cálculo do número de funções injetoras, 
comecemos com um exemplo: sejam E = (a; b) e F=(a; 8: Y); vamos construir to- 
das as funções injetoras de E em F (lembrando que a e b não podem ter a mesma 
imagem): 
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Temos, então, 6 dessas funções. 

Notemos, agora, que a formação dessas funções se deu pela escolha em F, 
de 2 de seus 3 elementos e, ainda mais, que a ordem dessa escolha foi importante 
pois, por exemplo, as duas primeiras funções usam os mesmos elementos a e £ 
de F, mas em ordens diferentes sendo, por isso, funções diferentes. 

Tudo isso nos diz que ao escolhermos (como imagens) ordenadamente 2 dos 


3 elementos de F, estamos formando arranjos. Portanto, o número de funções 
injetoras é 
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Vamos, então, ao caso geral: 

Sendo E e F dois conjuntos finitos, o primeiro com n elementos e, o se- 
gundo, com k elementos (k > n), quantas funções injetoras de E em F podem ser 
formadas? 


Solução 
Sabemos que a formação de uma função injetora se dá escolhendo, sem 
repetir, n dos k elementos de F para serem, cada um, imagem dos n elementos de E. 
Também sabemos que essa escolha deve ser ordenada pois, se trocarmos a 
posição de duas imagens, modificamos a função: 


Trata-se, então, de um problema de arranjos dos k elementos de F, to- 
mados n a n. 
Logo, o número de funções injetoras é: 


Exemplos 
a) O número de funções injetoras de E =fa;b;c;d;e)emF = (1;2;3; 
4; 8; 12; 24; 36) é: 
Ags=8.706-5:4= 6 720 
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b) Os conjuntos E e F têm, respectivamente, 4 e 10 elementos. Quantas 
funções de E em F não são injetoras? 

O número de funções de E em F é 10º = 10 000 

O número de funções injetoras de Eem Fé A, 4=10-9-8.7=5040. 

Logo, o número de funções não injetoras é: j 


10º - Asjo,4 = 4960 


13.3 — O PROBLEMA DO NÚMERO DE SUBMATRIZES 
E MENORES 


Consideremos, como exemplo, a matriz 


Loo) 10 
A=|2 58% 
3 6 9 12 


Uma submatriz de A é qualquer matriz obtida pela eliminação de linhas ou 
colunas de A; assim, as matrizes 


1º 
[5 pa Ads ne pi 
DE = a (E | LES 128 
3 8 q 


são algumas das submatrizes de A, respectivamente dos tipos (1 X 2), (2X 3), 
(2X 2), (3X3), 3X 2). 

Quando uma submatriz é quadrada, o seu determinante é chamado de 
menor da matriz A; assim, 


14 10 
k , 25u 
“ 43 

3 6 12 


são dois dos menores de A. 

Notemos que a formação de uma submatriz se faz escolhendo um certo 
número de linhas e, em seguida, um certo número de colunas da matriz dada, 
mantendo a posição relativa das filas escolhidas, pois se esta posição for trocada, 
a matriz formada não é submatriz de A: 


1 4 7 . 2 9 8 
” sa é submatriz de A 149 não é submatriz de A 
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Trata-se, então, de combinar as linhas e as colunas da matriz dada. 
Podemos, por isso, resolver os problemas: 


19) Quantas submatrizes do tipo (2X 3) tem a matriz A (3 X 4)? 


Solução 


Temos dois eventos: 
19 evento: escolha das linhas 
Devemos escolher 2 das 3 linhas de A; o número de possibilidades é C3,2 = 3. 


2º evento: escolha das colunas 
Devemos escolher 3 das 4 colunas de A;o número de possibilidades é Cá, 3 = 4. 
Logo, o número de submatrizes (2 X 3) de A é: 

C3,2º Ca,3 =3.4=12 


29) Quantos menores de ordem 2 existem na matriz A (3x4) 


Solução 
Como um menor é um determinante de uma submatriz quadrada, o número 
de menores de ordem 2 é o próprio número de submatrizes do tipo (2 X 2); isto nos 
diz que devemos repetir a solução do 19 problema para o caso em que o número 
de colunas que devem ser escolhidas é igual ao número de linhas: 
C3,2ºC,,2=3-6=18 
Logo, existem 18 menores de ordem 2 em A. 


No caso geral, temos: 
sendo A uma matriz do tipo (m X n), 


— o número de suas submatrizes do tipo (p X q), p<m e q<n, é: 


— o número de seus menores de ordem r,r <m e r<n, é: 


Exemplos 
a) Sendo A(5 X 7), o número de submatrizes (3 X 4) é: 
Cs,3 o C5,4 = 10-35 = 350 
b) Sendo A (4X 5) o total de menores de A é dado pela soma das quanti- 
dades de menores de ordem 1, de ordem 2, de ordem 3 e de ordem 4: 
C4,1º Cs,1 + C4,2º Cs,2 + C4,3º C5,3 + Ca,ar Cs,a = 
=4.5+6-:.10+4-10+1-5=125 
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Capítulo 


Permutações 


simples 


a 


14.1 — DEFINIÇÃO 


Consideremos, por exemplo, o conjunto E = (5; 7; 8). Sabemos que é 
possível formar, com os elementos de E, arranjos de classe zero, de classe 1, de 
classe 2; mas, a classe máxima que podem ter esses arranjos é 3: são os subconjun- 
tos ordenados que utilizam todos os 3 elementos de E. 

Assim, se com esses elementos, quisermos formar números de 3 algarismos 
distintos, somos obrigados a usar, na composição de cada número, os 3 algarismos 
(5,7e 8): 

S:780 587758; "785 857º 875 


Temos, então, 6 arranjos de classe máxima e esse número se confirma 
pelo cálculo: 


As,3=3-2-1 =6 


Este exemplo mostra-nos que, quando formamos arranjos de classe máxima 
com os elementos de um conjunto, nada mais estamos fazendo que tomar todos 
os elementos do conjunto e ir permutando suas posições. Podemos, por isso, chamar 
tais arranjos de permutações. Daí a definição: 

Permutações são arranjos de classe máxima ou, com maior rigor: 


O número de permutações é indicado por: 
y fgrol 


Da definição, é imediato que P, = An, n- 
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vem - Expe Mind ps ei 


Assim, no caso do exemplo inicial, temos P; = 3! = 6. 


Exemplos 
a) O conjunto E = (6; 7; 8; 9) tem 4 elementos. Para formarmos, com eles, 
números de 4 algarismos distintos, devemos utilizar todos. Alguns desses números 
são: 6 789, 8 679, 6 798,9 768. 
A quantidade deles é o total de permutações de 4 elementos 
P,=41=24 


b) Vamos calcular o número de anagramas da palavra TRANCO (anagrama é 
qualquer palavra, com significado ou não, que pode ser formada com as letras da 
que foi dada). Alguns dos anagramas são TARONC, CNRTAO, CRATON, 
CONTRA, NRATOC. 

Para esse cálculo, basta determinarmos o total de permutações das 6 letras 
E, R, A, N,€,0: 

Pç; = 6! = 720 


Exercícios Resolvidos 


14.1) O horário de uma classe, num certo dia da semana, deve conter 8 aulas, sendo 2 de 
História, 2 de Matemática, 2 de Português e 2 de Física, todas de assuntos diferentes 
(por exemplo, das duas aulas de História, uma é de História Geral e outra de História 
do Brasil). Determine de quantas maneiras pode ser feito o horário desse dia em cada 
uma das seguintes condições: 
a) aulas em qualquer ordem; 
b) a primeira e a última aula. de Matemática; 
c) a primeira e a última aula de matérias da área de exatas (Física ou Matemática). 


Solução 
a) como as 8 aulas são diferentes, o total de maneiras de fazer o horário é o total de 
permutações das 8: 
Pg = 8! = 40320 


279 


b) como as duas aulas de Matemática são diferentes, vamos chamá-las de MI e M2; 
para serem a primeira e a última, temos duas possibilidades: M1 a primeira e M2 a 
última, ou o contrário: 


SODODOOR 
SODODDDE 


. Para cada uma dessas 2 possibilidades, temos outras 6 aulas para distribuir: o 
número de modos possíveis é Ps. 
Logo, o total é 


2-Pg=2-6!=1440 


c) Em primeiro lugar, determinamos de quantos modos podemos escolher, entre as 
aulas M1, M2, Fl e F2, duas para serem a primeira e a última: 


SS A po pj 


? ess pr ES 2 
: MI, M2, FI, F2 ! R 


É claro que, por exemplo, F2 na 12e M1 na 82 é diferente de MI na 12 e F2na 
82. Por isso, temos arranjos: 


Ag,2 = 4+3 = 12 possibilidades 


Para cada uma dessas possíveis escolhas, temos outras 6 aulas para distribuir. 
Isso nos dá: 


Pg = 6! = 720 possibilidades 
Logo, o total de maneiras é: 
Ags,2* P6 = 12-720 = 8640 


14.2) Considere a palavra VESTIBULAR: 


a) quantos são seus anagramas? 


b) em quantos de seus anagramas as letras B, U, Le A aparecem juntas e nessa ordem? 
c) em quantos de seus anagramas as letras B, U, Le A aparecem juntas? 


Solução 
a) o número de anagramas é: 
Pio = 10! = 3628 800 
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14.3) 


b) para obrigarmos as letras B, U, Le A a estarem sempre juntas e nessa ordem, basta 
“prendermos as 4 numa caixa”, considerando-as como um só elemento 


tee jon Lu 


7 elementos 


Assim, toda vez que formarmos uma permutação desses 7 elementos (a “caixa” 
e as outras 6 letras), teremos, ao abrir a caixa, um anagrama da palavra VESTIBULAR 
em que B, U, Le A estão juntas e nessa ordem. 

Logo, o total desses anagramas é: 


P;=7!= 5040 


c) agora, B, U, Le A, estando juntas, podem estar em qualquer ordem. 
Então, calculamos primeiro o número de anagramas em que elas estão juntas e 
nessa ordem, isto é, repetimos o item anterior: 


Py=7!=5040 


Em seguida, notamos que para cada um desses 5 040 anagramas podemos “abrir a 
caixa” e trocar a posição das 4 letras; o número de maneiras em que isso pode ser feito é: 


Pq=4!=24 
Logo, o total de anagramas em que B, U, Le A estão juntas, mas em qualquer or- 
dem, é: Pe Pq = 5040 +24 = 120960 


Com os algarismos de 1 a 9, sem repeti-los, quantos números de 3 algarismos pares e 2 
algarismos ímpares podem ser formados? 


Solução 


Em primeiro lugar, escolhemos os cinco algarismos (3 pares e 2 ímpares) sem 
levarmos em consideração a ordem de escolha: 


— escolha dos pares 
Dispomos de 4 elementos (2;4; 6; 8) para escolher 3. O número de maneiras é: 


O e is 


— escolha dos ímpares 
Dispomos de 5 elementos (1; 3; 5; 7; 9) para escolher 2. O número de maneiras é: 
Cs gn 10 


Há, portanto, C4 3 * Cs,2 modos de escolher. 
Notamos, então, que, feitas essas escolhas, ainda não formamos os números 
pedidos, mas apenas subconjuntos com três pares e dois ímpares. Por exemplo: 
(2:4;6;1;3), (2;6;8;5;9), (4;6;8;1;7) 
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Para que cada um desses conjuntos dê origem a números de 5 algarismos, devemos 
permutar os 5 elementos: , 


Ps =S! = 120 
Logo, o total de números é: 
C4,3º Cs,2 * Ps = 4+-10-120 = 4800 


14.4) Em quantos anagramas da palavra COLEGA as consoantes aparecem intercaladas com 
as vogais? 
Solução 
Devemos, de início, escolher com que tipo de letra começa o anagrama; temos 
2, possibilidades: vogal ou consoante 
vogal cons. vogal cons. vogal cons. 
cons. vogal cons. vogal cons. vogal 
Para cada uma dessas possibilidades, temos 3 lugares para distribuir as consoantes. 
O número de modos é: 
P3=3! =6 


Em seguida, distribuímos as 3 vogais nas 3 vagas restantes. Número de modos: 
P3=3!=6 
Logo, o total de anagramas é: 
2ºP3ºeP3=2º:6º6=72 


14.5) Em quantos anagramas da palavra SIDERAL as consoantes estão em ordem alfabética? 
Solução 


A situação das consoantes nos anagramas deve ser: D à esquerda de L, L à 
esquerda de R e R à esquerda de S: 


co Dye cbr o. 4R;S 


Devemos, então, escolher 4 das 7 posições possíveis e colocar, nessas posições, as 
letras D, L, R, S sem modificar a sua ordem. Por isso o número de possibilidades dessa 
escolha é: 


C7,4 = 35 


Para cada uma dessas possibilidades, restam 3 vagas para as 3 vogais, e o 
número de modos de ocupá-las é: 


P3 = 31 = 6 
Logo, o número desses anagramas é: 
C7,4º P3 = 35 -6 = 210 


282 


14.6) Escrevendo-se em ordem crescente a lista de todos os números de 5 algarismos distintos, 
formados com os algarismos 5, 6, 7, 8 e 9, que lugar ocupa o número 78 695? 


Solução 


Trata-se de construir a seguinte lista de números: 


56 789 
56 798 
56 879 
56 897 


78 695 


98 675 
98 756 
98 765 
O nosso trabalho é calcular quantos são os números que precedem 78 695, isto é, 
todos aqueles que: 


19) começam com 5 
29) começam com 6 
39) começam com 75 
49) começam com 76 
59) têm 785 no início 
69) têm 7865 no início 


19) fixado o 5, temos 6, 7, 8e 9 para as outras 4 vagas: 


total destes números: Pq = 4! = 24 


29) fixado o 6 temos 5, 7, 8 9 para as outras 4 vagas: 


RGE total destes números: Pq = 4! = 24 


3º) fixados o 7e05,temos6,8e 9 para as outras 3 vagas: 


aja) | ka total destes números: P3 = 3! = 6 
49) fixados o 7 e o 6, temos 5, 8€ 9 para as outras 3 vagas: 
Ena total destes números: P3 = 3! = 6 
59) fixados o 7, 0 8e o 5, restam 6 e 9 para as outras 2 vagas: 
= 2 


pOnEM total destes números: P, = 2! 


69) fixados o 7,0 8,0 6€ o 5, resta apenas o 9 para ocupar à última casa: 


[De fs[E] tsónivem 
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Somando essas quantidades, vem o total de números que precedem 78 695: 
P+P+P+P+P+1l=24+2M4+6+6+2+1=63 


Portanto, nosso número é o 649 da lista. 


14.7) Com os algarismos 2, 3, 4, 5 e 6 formam-se todos os números de 5 algarismos distintos. 


Determine a soma de todos eles. 


Solução 


Trata-se de formar Ps = S! = 120 números conforme a tabela: 


e somar todas essas parcelas. 

Observe que em cada uma das colunas (coluna das unidades, das dezenas, das 
centenas, .. . ) cada algarismo aparece tantas vezes quantas são as permutações dos demais 
algarismos restantes, isto é, 4! = 24 vezes. 

Nestas condições, a soma de todos os algarismos de cada coluna é: 


Q+2+4...4+27)+ 0+3+...+3) + rd... tO) + (5454 +53) .+ 
24 vezes 24 vezes 24 vezes 24 vezes 
+ (6+6+...+6) = 24 -(2+3+4+5+6) = 480 
RE a 
24 vezes 
Então, somando-se as unidades da coluna das unidades, obtemos 480; somando-se 


as unidades da coluna das dezenas obtemos 4 800, e assim por diante, de acordo com 
o esquema: 


coluna das unidades 480 
coluna das dezenas E MFia tdo rd seda 4 800 
coluna das centenas 48 000 
coluna das milhares 480 000 
coluna das dezenas de milhares 4 800 000 

5 333 280 


Observação 
Para o problema resolvido acima há um artifício que nos fornece o resultado 
mais rapidamente. Tomemos o primeiro e o último números da lista e façamos a sua soma: 


23 456 
- 65432 


88 888 


Verifica-se que os demais números da lista também podem ser escolhidos aos 
pares, de modo que a soma seja sempre 88 888: 


34 265 52436 
s4 623 36 452 
88 888 88888 


Como os 120 números formam 60 desses pares, a soma total é 
60 - (88 888) = 5 333 280. 

O aluno não deve se entusiasmar excessivamente com O artifício; ele só resolve o 
problema quando os algarismos dados são consecutivos. 


Exercícios Propostos 


14.8) 


14.9) 


14.10) 


14.11) 


Determine, para cada palavra a seguir, quantos de seus anagramas começam com a 
sílaba TO: 


a) TEDIO 
b) PACOTE 
c) BUTANOL 


Determine quantos anagramas da palavra PALMITO: 


a) começam e terminam por vogal; 
b) começam por vogal e terminam por consoante; 
c) apresentam primeiro todas as vogais e, em seguida, as consoantes. 


Numa repartição, a classificação de cada documento confidencial se faz com 8 dígitos: 

4 letras (A, B, C, D) e 4 algarismos (1, 2, 3, 4), podendo, letras e algarismos serem 

misturados (por exemplo 1* AcBe4+*2-D-+ 3 + C). Pergunta-se: 

a) quantos documentos podem ser classificados com esse código? 

b) quantos documentos apresentam classificação começando com duas letras, podendo 
o dígito seguinte ser letra ou número? 

c) quantos documentos apresentam classificação começando com exatamente duas 


letras? 
d) quantos documentos apresentam classificação começando exatamente com duas letras 


e terminando com exatamente dois números? 
O horário de uma classe, num certo dia da semana, deve conter 10 aulas, sendo 3 de 


Matemática, (1 de álgebra, 1 de trigonometria e 1 de geometria), 2 de Física (1 de me- 
cânica e 1 de termologia), 3 de Português (1 de gramática, 1 de literatura, 1 de redação) 


e 2 de História (geral e do Brasil). Determine o número de maneiras de se formar esse 
horario com: 

a) as 3 aulas de Matemática consecutivas e na ordem descrita acima; 

b) as 3 aulas de Matemática consecutivas e em qualquer ordem; 

c) as aulas de Matemática não surgindo consecutivamente. 


14.12) No exercício anterior, quantos modos há de se fazer o horário, de maneira que as aulas 
da área de exatas (Física e Matemática) estejam intercaladas com as da área de humanas 
(História e Português)? 


14.13) Ainda no exercício 14.11,:de quantos modos as aulas de Português surgem, não necessaria- 
mente consecutivas, mas na ordem: gramática antes de literatura e esta antes de redação? 


14.14) Num sistema de códigos em que são usados 5 sinais (+, -, «, +,* ) misturados as 7 letras 
(a, B, Y, ô, €, À, 4), quantos símbolos diferentes podem ser formados com 3 sinais e 4 
letras? 


14.15) Em quantos dos anagramas da palavra PASTICHO 


a) asletras P, A e S aparecem juntas e nessa ordem? 
b) as consoantes vêm em ordem alfabética? 


14.16) De quantos modos podem ser colocados em fila 6 homens e 6 mulheres de forma que 
nunca fiquem juntas pessoas de mesmo sexo? 


14.17) Em quantos dos anagramas da palavra SABUGOL as vogais e as consoantes estão 
intercaladas? 


14.18) Relacionando em ordem crescente todos os números obtidos com as permutações 
simples dos algarismos 4, 5, 6, 7, 8 e 9, que lugar ocupa 687945? 


14.19) Determine a soma de todos os números de 5 algarismos distintos formados com 
1; 2,53, 4, 5 


14.20) Determine a soma de todos os números de 4 algarismos distintos formados com 
259; Ti 9. 


14.2 — O PROBLEMA DO NÚMERO DE FUNÇÕES BIJETORAS 


Vamos, primeiramente, recordar: uma função é bijetora quando é, simultanea- 
mente, sobrejetora e injetora. Em termos mais simples, sendo E e F dois con- 
juntos finitos, uma função de E em F é bijetora quando, além de a cada elemento 
de E corresponder um único elemento de F (requisito para ser função), a cada 
elemento de F corresponde um único elemento de E, isto é, todos elementos de F 
são imagens cada um uma única vez. Isso exige que E e F tenham o mesmo número 
de elementos. Veja o diagrama: 
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Tomemos, então, como exemplo, E = (a; b; ce F = a; B; Y) e vamos 
formar todas as bijeções de E em F: 


Temos 6 funções bijetoras. 

Observando essas funções, notamos que todos os elementos de F são utili- 
zados, apenas mudando, de uma função para outra, a ordem em que eles são 
tomados como imagem; por exemplo, na primeira as imagens de a; b; c são respec- 
tivamente a; B; Y. Já na segunda, são B; a; Y. Portanto, mantendo a; b; c nessa 


ordem, as funções vão se formando pelas permutações das imagens a; &; Y, e o 
número delas é dado por: 


P;=3!=6 


É imediata a confirmação para o caso geral. Assim, sendo E e F conjuntos de 
n elementos cada, o número de funções bijetoras de E em F é: 


Capítulo 


Permutações 


com repetição 


15.1 — O CONCEITO 


Imaginemos o problema de formar os anagramas da palavra AZAR. Trocando 

a posição das letras, de maneira que elas apareçam em ordens diferentes, obtemos: 
AZAR, AZRA, AAZR, AARZ, ARZA, ARAZ, 
ZAAR, ZARA, ZRAA, RAZA, RAAZ, RZAA 

A palavra AZAR tem 4 letras, mas duas delas são iguais; por essa razão, o 
número de anagramas resultou 12, ao invés dos 24 que seriam obtidos permutan- 
do-se 4 elementos diferentes (Pq = 4! = 24). As 12 permutações que não apare- 
ceram corresponderiam àquelas encontradas pela troca da posição das duas letras 
iguais, o que é inútil. 

O tipo de permutação que vimos ao fazer os anagramas deste exemplo é o 
que se chama permutação com repetição: permutação de um certo número de 
elementos entre os quais há alguns repetidos. 

O número de permutações obtidas com a palavra AZAR pode ser indicado por 


PP = 12 


onde o índice inferior (4) dá o número total de letras e o superior (2) informa que 


duas delas são iguais. 
Assim, o número de anagramas da palavra TATARAVÓ é indicado por 


pfZ: 3) 


porque temos 8 letras ao todo, sendo 2 iguais a Te 3 iguais a A. 


15.2 — CÁLCULO DO NÚMERO DE PERMUTAÇÕES COM 
REPETIÇÃO 


Consideremos, como exemplo, a palavra BATATA. 


A . PRE + 3;2 
O número de seus anagramas, já sabemos, é indicado por [9 , 
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Para o cálculo desse número podemos seguir o raciocínio: 
Nas 6 vagas de que dispomos 


devemos distribuir as 3 letras A, as 2 letras Te a letra B em todas as posições 
possíveis. 

Como não podemos trocar a posição de letras iguais, o número de maneiras 
das letras A ocuparem 3 quaisquer das 6 posições é dado por: Cs, a., 

Para cada uma dessas escolhas, restam 3 vagas para as duas letras T. O nú- 
mero de modos delas ocuparem essas vagas é C3,2. Automaticamente, a vaga restante 
é para a letra B. 

O total de maneiras de ser feita a distribuição é 


Co,3* Ca2 = 33 * 201 312 


Podemos, então, escrever que 


o que nos dá 60 anagramas. 
Vamos, agora, enfrentar o caso geral. Seja um grupo de n elementos 


(Ar, As, pustess MTE As, SR SS Ak, Ap, -.. Ak) 
n4 na mn 


contendo mn; elementos são iguais a A; 
n> elementos são iguais a A, 
n; elementos são iguais a As 


nk elementos são iguaisa Ap 


(portanto,n, + n2 + n3+...t np = n). 
O número de permutações desses elementos é indicado por 


p(na; na; na;. “3 Nk) 
n 


e, para calculá-lo, seguimos o raciocínio: 


Dispomos de n vagas para distribuir os elementos As, As, A3,..., A em 
todas as posições possíveis. 

Para A,, devemos escolher n, das n vagas: temos Cn,n, Possibilidades. 

Restam então n -n, vagas para os n; elementos iguais a A: Cn-ny,n Possibi- 
lidades. 
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Restam, então, n - n; - na vagas para os na elementos As: Cn-ny-na, na POSsi- 


bilidades. 
E assim sucessivamente, até que restam ny vagas para OS nk elementos Ap: 


= 1 possibilidade. 
Cm, Lena; ga Princípio Fundamental da Contagem, o total de modos de se 


fazer a distribuição é: 


di = Com Cn-nim* Cn-ny-na, n3 . 1-= 
n! (n-n,)! (n-n,-n2)! = 


— Don, Dos T 
mt(n- 09)! nal(n-ny- no)! na!(n-ny- 09-03)! 


n! 
nytno!na!... mk! 


Temos, assim, a expressão do número de permutações com repetição: 


Exercícios Resolvidos 


15.1) Quantos anagramas tem a palavra BARBARIDADE? 
gd “ “ . 

Temos 11 elementos, entre os quais 2 iguais a B, 3 iguais a A, 2 iguaisa Re 2 
iguais a D. O número de anagramas é: 


PEER 4! é 
p(2322) Sia O 831 600 


15.2) Um grupo em que n elementos são iguais a A e 2 elementos são iguaisa B tem 21 per- 
mutações. Determine n. 


Ea temos n elementos A e 2 elementos B, temos um total de n + 2 elementos. 
Portanto, 
Er = a 
o ! (n+2) (n+ Dn! 
“mea eq 


obtemos, então, a equação n2 + 3n - 40 = 0, cujas raízes são n = -8 ou n=5. Como 


n= -8 não convém, nossa resposta é n=5. 
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15.3) Em quantos anagramas da palavra BRASILIA as letras iguais a I: 
a) aparecem juntas? 
b) não aparecem juntas? 


Solução 


a) Para mantermos as letras I j leo. 
juntas, devem derá » 
(prendê-las numa caixa) os considerá-las como um só elemento 


7 elementos 


(0) numero desses anagramas e, então, o total de t çõe: 7 elemento: 
permuta s desses elem S, 


b) O número de anagramas em que I não estão juntas é o total de anagramas de 
BRASILIA menos o número de anagramas em que II estão juntas. 


Como BRASÍLIA tem 8 letras, 2 iguais a A e 2 iguais a I, temos: 


(UM) = a 
P, =-121 — 10080 


e assim, 


Pp) pl) = 10080 - 2520 = 7560 


15.4) O diagrama abaixo representa algumas ruas de uma cidade. De quantos modos uma 


pe dra dirigir-se do ponto A ao ponto B utilizando-se, sempre, dos caminhos mais 
curtos? 


' Primeiro, observamos que o cidadão não pode tomar os sentidos oeste e sul, pois 
assim aumentaria seu percurso; portanto seu caminho deve se restringir aos percursos 
possíveis determinados pelo retângulo de que A e B são vértices. 
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Notamos, agora, que qualquer que seja o itinerário, ele deverá percorrer 4 quar- 
teirões no sentido leste e 3 no sentido norte, dando um total de 7 quarteirões. Vamos, 
como exemplo, descrever 2 percursos possíveis. 


percurso: LNLNLNL 


percurso: NLNLNLL 


Percebemos que um percurso difere de outro pela posição em que as atitudes N 
(norte) e L (leste) são tomadas. 

É fácil, então, verificar que cada percurso é uma permutação de 7 elementos, 
sendo 4 iguais a Le 3 iguais a N. Logo, o total de trajetos possíveis é: 


Exercícios Propostos 


15.5) Determine o número de anagramas de: 


a) CARNAVAL 
b) COCORECO 
c) REPRESENTANTE 


15.6) Numa livraria, devem ser colocados numa prateleira 3 exemplares de Dom Casmurro, 
2 de O Guarani e 4 de O Crime do Padre Amaro. De quantos modos podem ser 
dispostos esses 9 livros? De quantos modos essa disposição apresenta todos os exem- 


plares iguais juntos? 


15.7) Um grupo de n elementos iguais a A, 1 elemento Be 1 elemento C dá origem a um 
total de 72 permutações. Determine n. 


15.8) Com n elementos iguais a A e 3 iguais a B forma-se um total de 7n + 7 permutações. 
Determine n. 


15.9) Em quantos anagramas da palavra COMPETENTE as letras T: 


a) estão juntas? 
b) não estão juntas? 
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15.10) Seguindo as linhas do diagrama ao lado, 
sempre pelos caminhos mais curtos, de- 
termine de quantos modos pode-se ir: 

a) de A para D 

b) de A para D, passando por B 

c) de A para D, passando por C 

d) de A para D, passando por Be €C. 


Exercícios Suplementares 


IV.1l) Três pontos são dados em um plano, não todos sobre uma mesma reta. No plano, 
quantas retas podem ser traçadas, sendo cada uma delas egiidistante dos três pontos? 


IV.2) Dispomos de tinta para pintura de 6 cores diferentes. Cada face de um cubo é pintada 
com uma cor diferente. De quantas formas o cubo pode ser pintado, se duas colo- 
rações são consideradas a mesma quando uma delas pode ser obtida da outra por 
rotação do cubo? 


[V.3) No diagrama baixo A, B, .. . F indicam ilhas e as linhas que as unem indicam pontes: 


ai pese) 
DE 


Um homem, começando em A, vai de ilha em ilha. Ele pára para almoçar quando não 
é possível continuar a viajar sem cruzar a mesma ponte duas vezes. Determinar o 
número de maneiras que ele pode fazer a sua viagem antes de almoçar. 


IV.4) Uma camioneta possui nove assentos. De quantas formas podem sentar-se cinco pessoas? 


IV.5) Resolva a equação: 
(x+49! + (x+2)! 
3-[(x+ 3)!] 


a de 

6 

IV.6) Determine os números a, b e c tais que se tenha: 
(n+3)!-n! = n!(n3+an2+bn+c) 


para n EN. 


IV.7) Demonstre que o produto: 
P=(n+1)(n+2)...(Qn) 
de n números inteiros consecutivos é divisível pelo produto dos n primeiros números 
ímpares. Qual é o quociente? 


IV.8) Com n letras distintas a, b, ..., k, £, quantos monômios do tipo a4b2cS podem ser 
formados? 

IV.9) Considere o conjunto dos números de três algarismos, formados com três algarismos 
diferentes. 


19) Qual é o número, N, desses números? 
29) Qual é a soma, S, desses números? 
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IV.10) 


Iv.11) 


IV.12) 


IV.13) 


IV.14) 


Iv.15) 


IV.16) 
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Em NN, quantos números existem? 
Em N, existem quantos números menores do que 10P e cuja soma dos algarismos é 3? 


Dão-se n números distintos: 
a1, à2, à3,...,8n 


Designa-se por E,º conjunto das combinações p a p desses n números. 


Quantos elementos de E p possuem um número determinado a;? 


Um destacamento de 12 soldados tem- de dar cada noite uma guarda de 4 homens. 
Durante quantas noites podem formar guardas que difiram pelo menos num soldado? 


Numa urna há 10 bolas brancas e 10 bolas pretas. 


19) Calcule o número, kp, de maneiras para que se possa extrair da urna 10 bolas, das 
quais p são pretas (0 < p < 10) 


10 
2º) Calcule a soma N = 3 kp 


p=0 o 
Quantos números de 6 algarismos podem ser formados usando-se duas vezes o alga- 
rismo 1, três vezes o algarismo 2 e uma vez o algarismo 3? 
Seja Pp o número de permutações com n elementos distintos. Demonstre que: 

Pp - Pp-y = (n-1DPn-s 
Deduza a igualdade: 

Pp = 1+P,; + 2P) +...+t(n-1)Pp-s 


De todas as permutações das 9 letras: 
XXX yyy zzz 
quantas não possuem duas letras x, duas letras y e duas letras z juntas? 


Capítulo 16 — Números binomiais 
Capítulo 17 — O triângulo de Pascal 
Capítulo 18 — Binômio de Newton 


Capítulo 
- | Números 
binomiais 


16.1 — INTRODUÇÃO 


Quando, no capítulo 12, fizemos a determinação do número de combinações 
simples de mn elementos classe p (o <p < n), tendo chegado à expressão 


ce (5) tm 


só tínhamos a intenção de obter as respostas numéricas dos problemas que envol- 
vessem combinações. 

No entanto, esse número apresenta propriedades e aplicações importan- 
tíssimas, merecendo um estudo especial — objeto deste capítulo — onde ele é deno- 
minado número binomial. 


n 
A notação comumente usada é ( ) mas é evidente que podemos utilizar, 
também, Cn,p- 


Ê n 
Devemos observar que sendo ( ) um número natural (pois representa núme- 


p 
ro de combinações), ele possui todas as propriedades dos números naturais. 


, 


16.2 — DEFINIÇÃO DE NÚMERO BINOMIAL 


Sejam n e p dois números inteiros tais que O < p < n. Chama-se número 
binomial, de numerador n e classe p, todo número dado pela expressão:. 


Casos particulares — São imediatos os seguintes valores: 


o y fa 

) = tz ) = ] 

| 12 

16.3 —- SOMA DOS NÚMEROS BINOMIAIS DE MESMO 
NUMERADOR 


Um primeiro problema interessante é o do cálculo da soma de todos os nú- 
meros binomiais de mesmo numerador. 
3 


3 
Determinemos, como exemplo, o valor de a ( ) 
p=o 4P 


É um caso bastante simples, pois 

Eita et) 

3 — + 5 + 
(5) 0 1 2 3 


onde temos 


Portanto, 


É ( 3 3 3 3 3 
7 ) rá + + + 8. 9º 
p=o VP 0 1 2 3 
É evidente, no entanto, que o cálculo de cada número binomial, no caso em 


que o numerador seja maior que 3, é por demais trabalhoso. Por isso, vamos deter- 


E 3 
minar o resultado através de uma simples interpretação da notação ( ) 


300 


e 16.2) Determine o domínio da função definida por f(x) = ( e) 


3 
Sabemos que ( ) é o mesmo que C;,p, ou seja, representa o número de com- 
p 


3 
binações de 3 elementos tomados p a p. Como combinação é subconjunto ( ) éo 
i p 


número de subconjuntos de p elementos que tem um conjunto de 3 elementos. 


Por isso, 
(9): (+03) 
+ + + 
0 1 2 3 
nada mais é do que o total de subconjuntos de um conjunto de 3 elementos, isto é, 


2º =8. 
Assim, para O caso geral: 


EO (O (D:() 


damos a mesma interpretação: é o total de subconjuntos de um conjunto com n 
elementos. Logo: 


Exercícios Propostos 


* 16.1) Determine n para que exista: 


o (63) » (23) 
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e a 
po ee (e) 
eta e 


e 16.4) Calcule: 


* 16.5) Calcule: 


16.4 — NUMEROS BINOMIAIS COMPLEMENTARES 


18 18 
Consideremos, por exemplo, os binomiais E) e ( ; ). Eles apresentam 
as seguintes particularidades: 


1º) têm o mesmo numerador (18) 
20) a soma das classes é igual ao numerador (13 + 5 =18) 


18 18 
Por isso, ( ) e ( ) são chamados binomiais complementares. Temos, 


então, a definição: 


tares 


x 


e. 


ep+ 


FIVES 


[eo UNA números binominis( 4) (4) são complemen 


E HER Er 
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Assim, são complementares os seguintes números: 
12 12 n n n n 
lo) Lodo Coto) lana) 029 
7 5 0 n 3 n-3 
2k+1 QE + 1 
Ls 4 dd ( ) ( ) q>n 
p n-p (np) Vk-1/ e Nk+2 


18 18 
Propriedade — Consideremos novamente os binomiais ai e mm» 


Da definição, vem: 
(1) = 18! 8! 
13/ * 131(18-13)!  13!5! 
181 0 Fa 
5) Si(8-5)! 5113! 


18 
) - ( - já Então, enunciamos a seguinte propriedade: 


18 
13 


É evidente que ( 


n n 
De fato, se ( ) e ( ) são complementares, tem-se p + q = n, donde 
p q 


p=n-q. Então: 


( n )- n! x 
n-q “n-qQ!n-(n-q0]! 


E 
”B 3 
Duda 
H 


Exercícios Resolvidos 


18 18 
16.6) Resolva a equação ( ) = ( ) 


2. 
2k E (2k)! e ( 2k ) = 2k)! x2-1 3 
k-1)0 K-DIk+D! k+1) 0 E+DK-D! Solução 
Da igualdade de números binomiais de mesmo numerador vem 
x2-1=3 ou x2-1+3=18 
Da primeira equação: x = 2'ou x = -2 
Da segunda, x=4 oux =-4 


b mio lr is (k- 1) + (k+ 1) = 2k. Temos 
» (5.1) = Lucaa) e PO = = 2k. lem 


Agora, se consideramos como ponto de partida uma igualdade do tipo 


18 
to q ( 2) Como, para esses quatro valores encontrados, o binomial ( * |) está definido, 
= ne 


5 5 temos: V = (-4; -2; 2; 4) 


como exemplo, percebemos que ela é verdadeira não apenas para O valor x = 13 a ai: à 
16.7) Resolva a equação ( no ) = ( al ) 


18 
correspondente ao complementar de ( » A mas também para x = 5: medi De 41 
Solução 
( eb e ( pé Da igualdade de números binomiais de mesmo numerador vem: 
x 5 6x-1=2x+1 ou 6x-1+2x+1=16x-2 
donde obtemos x = É o = E 
j 2 4 
pd ( À ( ) ( o] Observando que para x = zos binomiais não estão definidos, temos V = 5 
7 18 Bj Us 
16.8) Send dd adido denZ2k 20 t q 

Pode-se, então, notar que: -8) Sendo pd Aga + mostre que n é par. 

se dois números binomiais de mesmo numerador são iguais, então ou Solução 

eles têm classes iguais, ou são complementares, e reciprocamente Da igualdade dada, vem: 


k=k+ 1 (impossível) ouk+k+1=n+1 
Logo, temos n = 2k ou seja, n é par. 


Exercícios Propostos 


25 25 *16.9) Dê os números binomiais complementares de: 
c) = -— p=9ou p=16 


dm TO a “a 10 39 1 
x = > x= 
(rj má Entes 

x+1 12 x+1+12=20=x=7 ad e DN ae) 


* 16.10) O determinante 


Fi, - pa 
e) ( Ei ú 
(5) (5) a 


vale zero. Justifique. 


e 16.11) Resolva as equações 
alelo] Ba O Fo 
a) = b = 
x2-2 7 2x-4 3x-5 
( x2 ) ( x2 ) trote 9 el 
c) = d) = 
x+3 x+5 3x+7 9x+5 
hesd ( 10 ) 
e) = 
x+1 2x-11 


* 16.12) Resolva os sistemas 


a 


e 16.13) Sendo (O test tro éf 
. É bg é , mostre que n é ímpar. 


€ 16.14) Considere os números binomiais 


Lead Lama) 


onde, n, p e q são números naturais e q £0. 


a) Determine as condições pára que esses binomiais estejam simultaneamente definidos. 


b) Mostre que, se esses binomiais são iguais, então n é par. 


n n 
e16.15) Sendo E ! - ( k mostre que n é múltiplo de 5, sendo k £ 2 (k inteiro). 


2k+1 


16.5 — NÚMEROS BINOMIAIS CONSECUTIVOS 


23 23 
Consideremos, por exemplo, os números eo e ( ni Eles apresentam as 


seguintes particularidades: 
1º) têm o mesmo numerador (23); 


20) suas classes são números consecutivos (13 e 14). 
23 


23 
2) e ( :) são chamados binomiais consecutivos. Temos, então, 


Por isso, ( 


que: 
n 


) são consecutivos se p e q são nú- 
q 


n 
dois números binomiais ( ) e ( 
Pp 
meros consecutivos. 


Assim, são consecutivos os seguintes binomiais: 
di ae (o 'ú (º) ( n ) jáo ( n ) 
e 5 e ; e . e 
4 8 16 15 p pri p-l 
Propriedade 2 — (RELAÇÃO DE FERMAT) 


n n 
Para dois números binomiais consecutivos ( A ) e ( > com pZ 0, tem-se: 
Pp p 


Demonstração: 
o) E O (od So AP 
[EE membro] 258 (1) =D pe 
n-p n! n! 


“(FD apa GrMa=çe DI” 


n 
-( R h = | 1º membro 
p 
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pm 
“a 
É o 
o co 
ad 
7 
E ça 
—. 
J o 
SE 
. 
es 
| oo 
4 DU 
| q 
7 
co|m 
= 
J o 
o a 


Exercícios Resolvidos 


a 


16.16) Resolva a equação (,) = (:) 
7 6 


Solução 


, x Nous É 
Da propriedade 2, vem que () = ( ) e. Então, a equação se escreve: 


x E =:6 x 
E (: 1 Sa] 
donde 7 5 ouseja, x = 29 

Logo, V = (29) 


16.17) Resolva a equação E x 136, [% 
10 S Às 


Solução 


D EA x 
Devemos reduzir a classe do número (10) para 8; para isso, fazemos duas aplica- 


ções sucessivas da propriedade 2: 
la a A= [Hi a=8 mao 
10 9) 9+T" |8/8+1 “10 
Então, a equação dada se escreve 
X x-8 x-9 136 [x 
8 9 IO 45 (5) 
que, simplificada, resulta em x? - 17x - 


sãox=25 ou x=-8. 
Como x = -8 não convém, temos V = (25) 


200 = 0. As raízes dessa última equação 


* 16.21) Mostre que 


2n 2n 
16.18) Mostre que (n + 2) ( ) =(n-1) ( ) 
n+2 n-1 


Solução 


Vamos aplicar a propriedade 2 ao primeiro membro: 


2n m ) 2n-(n+1) e 
boia (17) mem tes n+1+1  Yn41 prato ea 


É evidente que poderíamos ir reduzindo a classe do binomial que encontramos na 
expressão A até chegarmos à classe n - 1 do binomial do segundo membro. Mas, se lem- 
brarmos dos binomiais complementares, podemos escrever 


trt (2) 

nFd) Na=d 
2m 2n 

a=( ) em =( ) a-n 
n+1 n-1 


que é o segundo membro. 


Então, 


Exercícios Propostos 


o 16.19) Resolva as equações 


5 a 


4 16.20) Resolva as equações 


(0-8) 
o (s)-2(5) 
16.6 — RELAÇÃO DE STIFEL 


A propriedade 2, que acabamos de estudar, nos dá uma relação entre dois 
binomiais consecutivos. Vamos, agora, ver como efetuar a soma de dois números 
binomiais consecutivos ou, invertendo o sentido de leitura, como decompor um 
número binomial numa soma de binomiais. É a seguinte a Relação de Stifel: 


[Eme = (2) + (1) (O) (O) 8 
p ptl pti 


Pp Pp 


TES a mbrde sai 
p p+ p(n-p)! p+i (p+Di(n-p)! 
- (10) = [Ene] 
Exemplos 
(12) (2) 1 
a) + -( ) 
5 6 6 
o (8) (2)-(5) 
1 10/ ai 
13 12 12 
3 mm E (5) “y 
17 16 
o vio já tes 


Exercícios Resolvidos 


10 
16.22) Resolva a equação ( ) + (9) - () 
5 6 x 


Solução 
Da Relação de Stifel, temos que 


oba bias 


310 


16.23) 


16.24) 


q q 
Então, a equação fica E = 
x 


Da igualdade de binomiais de mesmo numerador: x =6 ou x+6=11 
Logo, V = (5; 6) 


pr " (2) A (1) a 
esolva a uaçaão = 
gi 7 16 x2 


Solução 


Em primeiro lugar, lembramos da igualdade de binomiais complementares: 
( 24 ( 24 
(6) “NÉ ) 
e reescrevemos a equação como: 
fab Pê (3) 
4 = 
7 8 x2 
Aplicando a Relação de Stifel ao primeiro membro, vem 
as o 
sê a a 
donde x2=8 ou 8+x2=25 


e daí, x=+2V2 ou x=tV17 


25 
Como o binomial ( + está definido para esses 4 valores de x, 
x 


Va 7, -242,242, 17) 


17 17 18 
Resolva a equação + = 
5 x 6 


Solução , 
Nesse caso é conveniente decompormos, pela Relação de Stifel, o segundo mem- 


bro da equação 
( 18 ) (E ) Eu ) 
= 2 
6 6 5 
Podemos, então, escrever 
(7) (M (7) e) 
+ = + 
5 x 6 5 
donde (1?) p ) 
2. é 


e daí, x=6 o x+6=17 
Logo, V = (6; 11) 
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16.25) Mostre que 
E + 5 (1 +1 
+ 
Pp p-1 
Solução 
Da Relação de Stifel, temos 


Pa 


e escrevemos 


be 


Eee) ) 
es SO qe 


é n+1N n+p+2 
p-1 p 


Exercícios Propostos 


*16.26) Dê o valor verdadeiro (V) ou falso (F): 


E (| (2) 
a) + = 
O! 12 12 
d) (1) Pr du (a) 
8 q 13 
216.27) Resolva as equações 


ç 10)" = de Bo 5) 


e 16.28) Resolva as equações 
disp 
a) + -, 
x 7 8 


* 16.29) Resolva a equação 


ey) e ( 
=2 + 2 
51 x-1 


e 16.30) Mostre que 
( n+ ) ( n 
p p 
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o) ese ( 


2), 
p-1 
E tati 

+ 
p p=1 


e 
+2] = 


a ( 30 
+ = 
22 x2-3 


Capítulo 


O Triângulo 


de Pascal 


17.1 — O TRIÂNGULO DE PASCAL 


Os números binomiais, como vimos, apresentam uma série de propriedades 


interessantes. 


Vamos, agora, construir uma tabela, com os números binomiais, onde algumas 
das propriedades já conhecidas serão visualizadas, e outras poderão ser encontradas. 
Essa tabela é formada de modo que, em cada linha, tem-se uma sequência de 
todos os números binomiais de mesmo numerador e classes crescentes e, em cada 
coluna, tem-se números binomiais de mesma classe, com numeradores crescentes: 


Essa tabela é conhecida por Triângulo de Pascal. 
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Se calcularmos os valores dos números binomiais, o Triângulo se escreve: 


Notamos que: 


0 
— oO primeiro elemento da tabela é 1 = ( o; 


— cada nova linha possui um elemento a mais que a linha anterior; 


n n 
— todas as linhas começam e terminam pelo número 1 (os (1) -( > 1). 
n 


A primeira questão que surge ao escrevermos o Triângulo com os valores dos 
números binomiais é como evitar o trabalho de cálculo desses números pela fórmula 


1 
E Pp! Isso é facilmente resolvido com as observações acima e com a 


Relação de Stifel no Triângulo. Já sabemos que, por exemplo, 
oii 
+ = 
2 3 3 
3 3 

Notando que (1) a são dois termos consecutivos de uma linha do 
Triângulo, sua soma é igual ao termo, da linha seguinte, que está abaixo da segunda 

+ 3 
parcela dessa soma, isto é, (5) está abaixo de ( a Observe esse e outros exem- 


plos, todos garantidos pela Relação de Stifel: 
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Então, podemos, a partir dessa observação, construir o Triângulo, linha por 
linha, sem lançar mão da fórmula de cálculo de números binomiais. 
Por exemplo, a partir da última linha completa acima, temos 


4 6 4 l 


Números binomiais complementares - É bastante fácil notar que, em cada 
linha do triângulo, os termos equidistantes dos extremos são iguais. Por exemplo, 


"“C. BOO00O 
EE 


ae Los 


Justificativa imediata: são números binomiais complementares. 
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Sama dos termos de uma linha — Também é fácil notar que a soma dos ele- 
mentos da linha correspondente aos binomiais de numeradores n é 2". Por exemplo 


0 E e 1 
“e Dead Sd 
1) 1 
R AO DR A 1+1=2! p= 4 
2 | 
LD E) temer rel Del 
M | | 
1 


2 
2 
3 3 ! 
(1) + Ed Ltd Ep 3,3 4 
- o — — ce do mo ad) 


+ 
(o “sd 


Esse fato já é do nosso conhecimento (item 16.3): 


E (e Je(o Je (ae e(0)m 


Outras propriedades — Podemos ainda notar as segui i 
intes pro 
o esquema com exemplos): 13 je reenveã 


DE COLUNAS DE DIAGONAIS 


17.2 — UMA NOTA HISTÓRICA 


A tabela dos números binomiais é conhecida como Triân 

À tab igulo de Pascal por- 
que foi Blaise Pascal, matemático e filósofo francês do século XVII, quem pera 
escreveu um tratado sobre ela: Traité du triangle arithmétique. 
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Entretanto, o Triângulo já era bem conhecido muito antes de 1653, quando 
Pascal pela primeira vez editou seu tratado. Ele já aparecera em uma aritmética do 
começo do século XVI, cujo autor era Petrus Apianus, astrônomo da Universidade 
de Ingolstadt. Uma ilustração em um livro de 1303, escrito por um matemático 
chinês, também mostra o Triângulo, e pesquisas mais recentes encontraram vestí- 
gios dela em épocas mais antigas. Omar Khayyam, que era tão bom matemático 
quanto poeta e filósofo, conhecia o Triângulo por volta de 1100, tendo recebido 
esse conhecimento provavelmente de fontes chinesas ou indianas, mais antigas. 

Uma das inúmeras curiosidades contidas no Triângulo de Pascal é a sequência 
dos números triangulares, que forma a 32 coluna do Triângulo. Os números: 


1,3. 6,10; 15 
recebem o nome de triangulares porque indicam os números de elementos de con- 


juntos de pontos com os quais se forma uma tabela triangular, como sugere a 
ilustração abaixo: 


e RR 
N E 282 
1 3 9 
e 
» 0 
o “o 000 
PY) ee 0000 
000 0000 00000 
0000 00000 000000 
10 16 


Qualquer um de nós pode estudar o Triângulo e nele descobrir mais proprie- 
dades, mas é improvável que elas serão novas, pois o que foi citado aqui nem 
sequer arranha a superfície de uma vasta literatura. O próprio Pascal, no seu tratado 
a respeito do Triângulo, disse que estava deixando de publicar muito mais do que 
incluía. “É uma coisa estranha”, exclamou ele, “como o Triângulo é fértil em pro- 


RO 


priedades!”. 
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Capítulo 


Binômio 


de Newton 


Bad 


18.1 — INTRODUÇÃO: COMO DESENVOLVER (x + a)” 


Entre as aplicações dos números binomiais, damos destaque especial ao desen- 
volvimento de potências do tipo 


conhecidas como Binômios de Newton, onde x e a são números quaisquer. 


A idéia de como desenvolver essas potências pode ser intuída a partir de 
alguns casos conhecidos. Por exemplo, sabemos que: 


(x+a)l=xta me 
(x+a)?=x2+2ax + à? (n = 2) 
(x + a) =x) 4 38x + 30x + àº (n = 3) 


Observando os coeficientes nessas expansões: 


| 1 (n = 1) 
a A (n = 2) 
pra og (nºa9) 


vemos reproduzidas algumas linhas do Triângulo de Pascal e podemos, portanto, 
escrever esses coeficientes na notação binomial (5) 
p 


Repetindo, então, aqueles exemplos, temos: 


l 
(x + a)! (0) e (1)ate 
PA 
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(x+a) = (a ate + da Jar + Ba ax! + (1) a?xº 


Esses casos particulares sugerem que ao desenvolvermos (x + a)”, os coeficien- 
tes do desenvolvimento são (todos) os números binomiais de numerador n; em 
cada parcela, a recebe como expoente a classe do binomial e x recebe como expoente 
a diferença entre o numerador e a classe do binomial. 

Vamos aplicar essa idéia para (x + a)*: 


cale (Joe (Jet (9) 


Substituindo os binomiais pelos seus valores (que podem ser tomados na 
linha do numerador 4 do Triângulo de Pascal), temos 


(x +a)t=x*+ 4x + 6a?x? + 4a?x + a? 


A exatidão deste resultado pode ser confirmada efetuando: 


(x+at=(x+a(x+a)?=(x+ 2ax+ a?) (x? + 2ax + à?) = 
=xº+ 44x) + 6a?x? + 49x + à? 


A partir disto, para 0 caso geral, temos: 


Recorrendo ao Método da Indução Matemática, demonstramos: 


Teorema 1 
Para n = 1, já verificamos que é verdadeira. 


Teorema 2 
Admitindo que a fórmula é verdadeira para n - 1, isto é, que: 


il -1 -1 
(e ag” a NE ) ax» x ) o x ) EE 


+ (asc) an-1yO (1) 
n-1 


Vamos provar que também é para n. 
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Sendo (x+a)l =(x+a)-!.(x+a)=(x+al-lxe(x+a-t.a 
(D (D 
temos: 


(x +ta)P-l.x= 


=] té h 
E ( ) e he ) Pa Y ) ERES ea a) Rep UD 


(x+aP-I.a= 


=: Ea n-1 -1 - 
-( É ) at e : )eece("; apta a (em a?xº (II) 
Somando, membro a membro, (II) e (TIN), obtemos: 
Po ad d n-1 n-1 us 
(5.8 -( ) ) ax é [( 0 )+( 1 )] aid 
n-1 n-1 -1 - 
( | )+( 2 )] iii in | oii A 
Foca fa 
n-1 


n-1 n n-1 n 
Lembrando que ( ) -( ) ( )=( i à 
q 0 o e Ear É » e aplicando a Relação de 
Stifel nas expressões entre colchetes, vem 
Grs ( atos (O) atos ai xo? ++ (O afx 
| 0 1 2 poa 
que é a tese do Teorema 2. 


Observações — Tomemos mais um exemplo: 


(x +ajf = 


5 5 5 5 5 5 
e a? S4 1444 Ts 3,4 441 5,0 
) x (1a x (ex (es E a x (es 
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5 
Notemos que cada termo desse desenvolvimento tem a forma ( ) o GA 
Pp 


onde p pode assumir os valores 0, 1, 2, 3, 4, 5. Por isso, podemos escrever, com- 
pactamente: 


(x + a) = 3 (1) ay P 


p=0 


Também percebemos que o desenvolvimento de (x + a)º tem 6 termos. Então, 
fazemos as observações: 


12) O desenvolvimento de (x + a)” é 


22) Esse desenvolvimento tem n + 1 termos 


18.2 — DESENVOLVIMENTO DE (x - a)” 


Vimos acima que cada parcela do desenvolvimento de (x + a)” tem a forma 


Gee» 


No caso de (x - a)”, se observarmos que 
(x - a)? = [x +(a)P 


percebemos que suas parcelas serão do mesmo tipo que as de (x + a)”, apenas subs- 
tituindo a por (-a). Assim: 
n 
) crer 
Pp 


Mas, como (-a)P = [(-1)a]JP = (-1)PaP, temos 


(nene «con (Does 


A interpretação é muito simples: para desenvolvermos (x - a)” usamos o 
mesmo processo de (x + a)”, precedendo, cada termo, com o sinal + quando p é par 
e - quando p é ímpar (pois (-1)P = 1,sep é par e (-1)P = -1 se p é ímpar). 
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Exercícios Propostos 
*18.5) Desenvolva 
a) (x — a)$ b) (x + 24 
o (x - 26 o (x+ Lys 
x 
* 18.6) Calcule o valor de: 


* 18.7) 


“ 18.8) 


o 18.9) 
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5 
a) 25 + (ur ()rmes 75 
6 
b) se- (1 )sse3 e (5) sta 0..+ 36 
2 p 


o) 11+4.7.3+6:72.32+4.7.33+34 
d) 10158 - S- 1014+ 10-1013-10-1012+5+-101-1 


Calcule 
8 
a) (o Je 
p=0 : 
D /;n 
Eu 
p=o *P 
n 
o) CnParP rum ( O) 
p=0 K 
a n 
d) > cn? ( pie 
— p 
p=0 
n n 
e) J en? ( Jur 
p 
p=o 
Calcule 


Co)-(1)(5)-(9)e=+ cr (1) 


Sugestão: idéia do exercício 18.4 


Calcule 
= na 
2 n 2 á 
a) ' 
3 (25) n par b) 3 (15) n ímpar 
P=0 p=o 


Sugestão: utilize os resultados dos exercícios 18.4 e 18.8 


18.3 — FÓRMULAS DO TERMO GERAL 


Um problema bastante comum é o de se obter um determinado termo do de- 
senvolvimento de (x + a)” ou de (x - a)”, sem que haja necessidade de se efetuar a 


expansão. 
Já sabemos que em - " 
n 
(x+at= po ax? + (1) alho + ( age: dê (1) aPy 
0 l 2 n 


n 
cada parcela tem a forma ( ) aPx" =P 
Pp 


Notemos que, para p = O, obtemos o primeiro termo do desenvolvimento; 


n 
T, = ( ) ate 
0 


Para p = 1, temos o segundo termo T): 


vamos representá-lo por T:: 


Para p = 2, temos o terceiro termo T: 


n 
T; = ( ) a?xn-2 
2 


e assim por diante. Vemos, então, que o número que representa a posição do termo 
na expansão é uma unidade maior que a classe do coeficiente binomial. Por isso 


podemos escrever genericamente que: 


Essa expressão é conhecida como termo geral de (x + a)” pois, como x, ae n 
são números fixados pelo binômio, para cada valor que dermos a p obteremos uma 


determinada parcela do desenvolvimento. 


Analogamente, para (x - a)” 


(x = ap = ty aºx" pá (1) alyn-1 + (1) a?xn-2 ga 


como a única modificação é o sinal (-) precedendo os coeficientes binomiais de 
classe ímpar, a expressão do termo geral é 


Exemplos 


a) Considere o binômio (x + 2y)'*. Comparando com (x + a)”, temos a = 2y 
en=ds. 
A expressão do termo geral é, então: 


I5 
Toe E p (2y)P x!S-P 


Para acharmos o 59 termo de seu desenvolvimento, fazemos p+il=Se 
obtemos p = 4: 


15 ” 15 
Te (1 Jem x!54 = + ). 16yºx!! = 21 840yºx!! 


b) Considere o binômio (x? - 2x)'2. Comparando com (x - a)”, temos x?no 
lugar de x, a =2xen=i12. 
A expressão do termo geral é: 


12 
Tor = (IP (e) Qx)P (x?) 


que pode ser simplificada: 
12 
Toe = CP ( 


) 2PxPy?4-2p =(-1)P (; À 2Py24-P 
p 


FZ 


Para obtermos, por exemplo, o 109 termo do desenvolvimento, fazemos 
pt 1 =10, vindo p = 9: 


S 12 
near (2) ars 


Logo, Tio = -112 640x!5 


Exercícios Resolvidos 


18.10) Determine o termo em x!º do desenvolvimento de (x — +18 


Solução 


Devemos, em primeiro lugar, escrever aixpresão do termo geral desse binômio. 


Comparando-o com (x — a)", temos a = en= 20. Então, 


n E 20 
Toei ai cnP(, 7) aPynoP = (-1)P Sá o 


Simplifi 


Como queremos o expoente de x igual a 10, fazemos 
20 - 2p = 10 “donde 


cando-o, temos 


20 
tp = (20) o 
p 


Substituindo esse valor em Tp +12 Vem 


p=5 


PP 


(20 
Toe = (-DS ( ; ) x20-2:5 15 504x10 


18.11) Calcule o termo independente de x no desenvolvimento de ( as + º id 


Solução 


n1=9. 


si 9 proa. 
Simplificando: Tp,, = ' 2x 


Assim: 


Comparando o binômio dado com (x + a”, temos 


Seu termo geral, então, se escreve: 


x no lugar de x, a = 


n 9 
ua ( Jire p -( Jervor 
p x 


9-3p 


alto 


O termo independente de x é obtido fazendo o expoente de x igual a Zero. 


9-3p 


Aa O donde 


Substituindo esse valor em Tp p vem 


) 
Tam (o )2sx 


9- 
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2 


3 


pP=3 


= 672 
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18.12) Calcule o termo médio do desenvolvimento de (3x2--2 )8 
x 


Solução 


Usando a fórmula do termo geral de (x - a)”: 


n 
Toa = (-1)P ( ) aPx"-P 
* Pp 


onde temos 3x? no lugar de x, a + en=8,vem: 


8 
Tp = co”( n ) EP (3x2) *P 


que, simplificado, é igual a 
8 


Toe EP ( 
p+1 p 


Lembremos, agora, que nas expansões de (x ta)" surgem n + 1 termos; no nosso 
caso (n = 8) temos 9 termos e, portanto, o termo médio procurado é o 5º: 


Então, fazemos, na expressão de Tp apprr=S: 


8 a ER 8 
Ts = cus(s) res 4. q16-3 tel ER 362 880x4 


) 2P + 38-P. q16-3, 


4 


18.13) Sabendo que no desenvolvimento de (x + a)” são iguais os coeficientes binomiais do 
69 e 20º termos, determine n. 


Solução 
n 


Na expressão Tom = ( Ê 


Jara? vemos que: 


a) para o 6º termo, p + 1 = 6, temos o coeficiente binomial ( pi ) 


b) para o 20º termo, p + 1 = 20, temos o coeficiente binomial ( e ) 


a - n n . 4 
Então, devemos ter E" > (5) isto só é possível se forem números binomiais 
complementares. Logo, 


S5+19=n=>n=24 


18.14) Ao elevarmos a expressão ax + b, a >0, a um expoente n € N*, uma das parcelas encon- 
tradas é 26 730 b7x4, Determine a e n. 


Solução 


O termo geral do desenvolvimento de (ax + b)” é dado por: 


Es s ( E bP (ugP-P 


Para que um desses possíveis termos seja 26 730 b7x2, devemos ter 


n é na 
( ) Pa PyP-P = 26 730b7x4 
p 


Dessa igualdade é imediato que 


Como p =7en=ill,a igualdade 


" E 
fdia 7 = 26730 


330a? = 26730 


donde a4 = 81, ou seja, a = £ 3. Como a >0, vem a = 3. 


De (1) e (11) vem n = ll. 
(mn) se escreve: 


isto é 


18.15) Quantos termos racionais surgem no desenvolvimento de ( Ys +42 98? 


Solução 


O termo geral desse binômio é 
8 = 
out -( Jar (Vs) P 
p 


; Esse termo será um número racional quando os radicais forem cancelados, o que 
ocorrerá quando, simultaneamente, p for par e 8-p for múltiplo de 3, com 0 <p <8. 
Então, as possibilidades são: - 

Para p=par: p=0;2:4;6;8 

Para 8-p = múltiplo de 3: p= 2;5;8 

Assim, para ocorrerem ambas as condições, tomamos os valores comuns, isto é, 
a intersecção dos conjuntos 10; 2; 4: 6; 8re (2:5; 8). 

Portanto, p = 2 ou p = 8,0 que quer dizer que existem dois termos racionais no 


desenvolvimento: é 
RR, AP (, Je? (N/5)87? = 1400 
8 n] 
p=8: Ten = (4 (VD (NV 5988 = 16 
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18.16) Calcule o termo em x?! do desenvolvimento de (x2+ x + a)12 
Solução 


O trinômio dado pode ser escrito na forma de um binômio (X + A)” se perce- 
bermos que 4 se q 


Q2+x+a2=[x2+(x+ az 
o ns 


x A 
O termo geral de (X + A)” é 


ee(eees 


Obtemos, então, um desenvolvimento parcial em que o termo geral se escreve 
12 
T = ( ) as + a)P é quay2oP 
p 
Mas T' encerra a expressão (x + a)? que se expande através de termos do tipo 


(tea 


Portanto, a expressão T' também será desenvolvida uma soma de termos cujo 


termo geral é 
12 
T= ( e) «xP. (q YR-P 
Pp k 
ou, simplificando: 
12 
p k 


(note que devemos ter O <k <p < 12) 


Deste modo, T representa um termo qualquer do desenvolvimento de (x2+ x + a) '2. 
Como queremos x?1, devemos impor: 


(k = 0;1;2;...; p) 


24 -p-k=21 
ou seja, ptk=3 
As possíveis duplas (p; k) são 
p=0,; k=3 
p=T; Ez 
p 2% E&º1 
p=3; k=0 


Como p 2, apenas as duas últimas duplas nos convêm. 

O fato de termos encontrado dois pares (p; k) significa que no desenvolvimento de 
(x? + x + a)l2 surgem duas parcelas com x2!: 

para p=2ek=ãl1, temos 


121/2 as 
T= ( XK ate 2-1 213292 
PR 


para p=3ek=õ0, temos 


12 3 
à ( date = 220x2 
3 0 


No caso de se querer, após o desenvolvimento, reduzi-los a um único termo em 
x21, teremos: 


T 


132ax21 + 220x2! = 44(3a + 5) x21 


Exercícios Propostos 


18.17) 


*18.18) 


* 18.19) 


+18.20) 


e 18.21) 


* 18.22) 


18.23) 


Calcule, dos desenvolvimentos dados, 
1 
a) o 69 termo de (x2 + —5)10 


b) o 14º termo de (+ - xº)16 


Calcule, dos desenvolvimentos dados, 


a) o termo em x8 de (x? + Ec Da 
b) o termo em x!! de (x? - 5x)7 
c) o termo em x!3 de (VW x - x2)16 


Calcule o termo independente de x do desenvolvimento de: 


Calcule o termo médio do desenvolvimento de 


a) (2x3 - Vx 2 d) (VX + Alo 


Sabendo que, no desenvolvimento de (x - a)”, são iguais os coeficientes binomiais do 
13º e 189 termos, determine n 


Sabendo que, no desenvolvimento de (2x + a)? são iguais os coeficientes de x ex”, 
determine a real 


Ao elevarmos a expressão ax - b a um expoente n € N*, uma das parcelas é -28 500b17x3, 
Determine a e n (a real) 
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»18.24) Quantos termos racionais tem o desenvolvimento de (N/3 - 4/2292 
Determine a posição desses termos no desenvolvimento 


* 18.25) Determine o termo em 


a) x16 do desenvolvimento de (x2 + x + 2)10 
b) x do desenvolvimento de (x3 — x2 — 1)16 


18.4 — ALGUMAS APLICAÇÕES DO BINÔMIO DE NEWTON 


Mostraremos, neste item, algumas das aplicações do desenvolvimento de 
(x + a) 


Exercícios Resolvidos 


18.26) Aproximação usando o Teorema do Binômio e 
Quando a é “pequeno” comparado com x, uma primeira aproximação para (x + a) 
é dada pelos dois primeiros termos do desenvolvimento binomial, isto é: 
rala +nadl.a 
Uma segunda e melhor aproximação é dada pelos três primeiros termos do desen- 
volvimento binomial, isto é: 
n(n-1) xA-2, 


(Kra = Pena + 3 


a2 


e assim sucessivamente... 
A aproximação escolhida em um problema particular é feita no processo de tra- 
balho, e depende da exatidão exigida no resultado. 


Problema : calcular com aproximação de 4 casas decimais (0,99) 
(0,99) = (1 - 0,01)8 = 1 - 5 - (0,01) + 10 - (0,01)2 - 10(0,01)3 + 5(0,01)4 — (0,01)S = 
= (1 - 0,05 + 0,001 - 0,00001 + 0,00000005 - ...) = 0,95099 
e + A e. 
negligenciável 
para aproximação 
de 4 casas decimais 
A aproximação acima tem 5 casas decimais exatas; para uma aproximação com 4 
casas decimais, abandonamos a 52 casa, obtendo: 


0,9510 


Observe que ao abandonarmos a 52 casa obtivemos: 
0,9509 


Mas, o valor 0,9510 é uma melhor aproximação para 4 casas decimais (aproximação 
“por excesso”) 


18.27) Calcule, utilizando o binômio de Newton, a soma Sn dos n primeiros números naturais. 


Solução 
Considerando o desenvolvimento 
(x+1)2=x2+2x+1 


fazemos x assumir, sucessivamente, os valores 1, 2, 3, 4,...,n. Assim: 


x=1: 22=12+2-1+1 
x=2: 32=2+2:2+1 
x=3: 42=32+2:3+1 
E ie (n+1)22=n2+2en+1 


Somando todas essas igualdades, obtemos 
(n+1)2=12+2:(1+2+3+..+n)tn 
Como 0+1+2+3+...+n = Sn, temos 
(n+1)2=1+2Sn+n 


donde FAPRA io ud JA 
= 
que simplificada fornece 
o n(n+1) 
Sn = HE 


18.28) Calcule a soma 
Cop = 13+23+33+..+ nº? 
É dado que 12+ 22+ 32+...+ 62 = Dao IN + 
Solução 


Para o cálculo da soma dos cubos dos n primeiros números naturais (positivos), 
consideramos o desenvolvimento de (x + 1)4: 


4 
ae me(S eo (use (8) (S)ou (5) 


Temos, então: 
(x+1)4=x4+4x3+6x2+4x+1 


Fazemos, agora, x assumir sucessivamente os valores 1, 2, 3,..., n. Assim: 


E = 1: * MA =14+4.13+6-12+4-1+1 
=2: 34=24+4.23+6:2+4:2+41 

x=3: 44=34+4.33+6:-322+4:3+1 

Rio sito sda Got rd si 


Somando todas essas igualdades, obtemos 
(n+1%=14+4-[13+23+33+..+n3]+6-[12+22+32+..+ n2]+ 
+4-[1+2+3+..+n]+n 
Nessa última igualdade, temos que: 
13 +23+33+..+n3=Cn (a soma pedida) 


12424324. 4+n2= MO! DO? ago do exercício) 


n(n + 1) 


1+:243%4*t 03 5) (resultado obtido no exercício anterior) 


Podemos, então, escrever: 


in + ta 1 n4G 6 AA DO 1) E. n(n + 1) Fai 
DR ; 


Donde tiramos 
Es (n+Dt-(n+1)-n(n+ 1)(2n+1)-2n(n+1) 
a 4 


Simplificando, vem 
n2(n + 1)2 
4 


Observação : os dois últimos exercícios resolvidos nos mostram que para o cálculo 
de somas da forma 


Cn = 


Es mkygta+ nk (k E N*) 


podemos utilizar o desenvolvimento do binômio 


G + pt! 
e nele fazer sucessivamente x = 1,2,3,...,n. 
Exercícios Propostos 
18.29) Calcule, com aproximação de 3 casas decimais: 
a) (1,04)%0 b) (2,002)8 


18.30) Calcule a soma Qn dos quadrados dos n primeiros números naturais. 
18.31) Conhecidos os resultados 


So =1+2+3+..4n0 MES 


Qn = 12+ P+ 324. + m2= Mn? Dn + 1) 
2 2 
= 12+2+33 E 
Cn 13 +23+3+..+n z 
calcule 
É) n 19 
na SM ada 3 €3-3p) bd 18 
p=1 p=1 p=1 


Exercícios Suplementares 


V.l) 


V.2 


V.3) 


V.4) 


Para os inteiros ne p, 0 <p «nn, calcule: 


O inteiro n (n > 2) permanece constante quando p assume todos os valores inteiros de 


1 am. Qual é o menor e qual o maio var de (+)? 
P 


O) o): (9) 
ese (O (0) 


19) Escreva o desenvolvimento de (1 + x)” pela fórmula do binômio. Observe que( : ) 


é o coeficiente de x (q= 0,1,... 9) 


2º) Calcule o coeficiente de x4 (q <n e q <p) no desenvolvimento de cada um dos dois 
membros da igualdade: 


[(2) +(5)]- 


a+od+oP=(d+»"P 


Deduza a fórmula: 


O: 0) (eu) ARES) 


Fazendo n = p = q na fórmula acima, deduza que: 


Md 


V.5) 


V.6) 


V.n 


V.8) 


V.9) 


Seja a um número real positivo e n um inteiro positivo. 
19) Escreva o desenvolvimento de (1 + a)" segundo as potências crescentes de a. 
2º) Designa-se por up O termo desse desenvolvimento que contém aP. 
Ff 
Calcule E - Para que valores de p tem-se up,1 2 up? 


3º) Qual é o maior termo do desenvolvimento de (1 + a)P? Determinar esse maior termo 


para os desenvolvimentos de (1 + m)/99 de (1 + E 


Determine n para que os coeficientes de x4, x5 e xé no desenvolvimento de (1 + x)” 
estejam em P.A. 
A razão entre o terceiro e o Edess termos no desenvolvimento de (2 + 3x)”, segundo 


potências crescentes de x, é 14 S. quando x= = Determine n. 


Sabe-se que a, ben são inteiros positivos e que os três primeiros termos na expansão 
binomial de (a + b)" são 729, 2916 e 4 860 respectivamente. Determine a, be n. 


Desenvolva (c + 2y)º pela fórmula do binômio. Aplique o resultado para calcular (1,02)S 
com 4 casas decimais corretas. 


V.10) Prove que se x e y são inteiros positivos, o número (x + y)$ — x$ — yS é divisível por 5. 


V.11) No desenvolvimento de (1 - 2x + ax2)4 como um polinômio em x, o coeficiente de x? é 


zero. Calcule a, e determine o coeficiente de x4. 


V.12) Os três prinheiros termos no desenvolvimento, segundo as potências crescentes de x, de 


(1+2x+ax2)”,n€Z4, são: 1 + 2nx + Ax2. Calcule a e Nem função de n. 


V.13) Determine o inteiro positivo p para que os coeficientes de x e de x2 no desenvolvimento 


de(1+x?P.(1 - x)P sejam iguais. 


V.14) O desenvolvimento de (1 + x)10(1 + ax + bx?), segundo potências crescentes de x, 


começa com 1 + x + x2. Determine a e b. 


Capítulo 19 — Complementos da análise 
combinatória 


Capítulo 
Complementos 
da análise combinatória 

Canil 


19.1 — PERMUTAÇÕES CIRCULARES 


O tipo de problema que vamos estudar neste item trata, em síntese, de deter- 
minar de quantas maneiras podemos dispor n elementos distintos em torno de um 
círculo. 

Cada uma dessas maneiras é chamada de uma permutação circular dos n ele- 
mentos, e indicaremos o total desses agrupamentos por: 


Para melhor entendermos o conceito, vamos imaginar, como exemplo, que 
quatro pessoas A, B, C e D vão sentar-se em volta de uma mesa redonda, não ha- 
vendo lugares preferenciais. 

O número de modos de dispor essas pessoas é indicado, então, por PCs. 

Inicialmente, devemos compreender o que diferencia as possíveis disposições. 
Consideremos duas quaisquer: Ê 


É fácil notar que houve, de uma para outra, uma mudança na posição relativa 
das pessoas; por exemplo, em ambas, A e D estão lado a lado mas, na primeira, D 
está à esquerda de A e, na segunda, D está à direita de A. 


Dizemos, aqui, que duas permutações circulares são diferentes quando a posi- 
ção relativa dos elementos é diferente. 

É preciso, então, observar que, se a partir de uma das disposições possíveis, 
apenas fizermos os elementos girarem em conjunto ao redor do círculo, sem alterar 
a posição de uns em relação aos outros, todas as distribuições assim obtidas são equi- 
valentes e por isso consideradas como uma única permutação circular. 

Assim, no caso do nosso exemplo, as seguintes 4 figuras 


GD Go 


Qi 4 Da 4 


ABCD DABC 


O Gs 


dd é À Quit 4 


CDAB BCDA 


definem 4 permutações simples que constituem uma só permutação circular: 


A 
ABCD 
DABC x E 
CDAB 
BCDA 
c 


É evidente que a uma outra disposição qualquer dessas pessoas também corres 
pondem 4 permutações simples: 


A 
ADCB 
BADC 
D B PBR RES Sr, 
CBAD 
DCBA 
c 


Essa observação nos leva a estabelecer uma proporção: como a uma permuta- 
ção circular de 4 elementos corresponde um grupo de 4 permutações simples, temos: 


1 (circular) — 4 (simples) 


4 =" Dá 
e daí, que 
Pg oodos 
ip ni =6 


De modo análogo, concluímos que a cada permutação circular de n elementos 
corresponde um grupo de n permutações simples. Então, temos: 


1 (circular) — n (simples) 


PCn ==> Pn 
Portanto, 
Pp nf n(n-1)! 
cú RE ee 
donde 


Exercícios Resolvidos 


19.1) De quantas maneiras 8 crianças podem ocupar os 8 lugares de um carrossel? 


Solução 
Tratando-se de dispor as 8 crianças em um círculo, o total de modos é 
PCg=(8-1)!=7! = 5040 
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19.2) Cinco pessoas (entre elas um casal) devem sentar a uma mesa circular. De quantos 
modos pode ser feita a sua disposição, de tal forma que o casal fique sempre junto? 


Solução 


É evidente que para mantermos o casal unido, devemos considerá-lo como um só 
elemento e, portanto, calcular o total de permutações circulares de 4 elementos. 

No entanto, não devemos esquecer que, nas distribuições circulares, há diferença 
entre um elemento B estar à esquerda ou à direita de um elemento A, o que nos dá 
2 possibilidades: 


Assim, o total de modos é 
2PCg=2(4-1)1=2:31=2:6=12 


Exercícios Propostos 


19.3) De quantos modos podem 6 crianças se colocarem em roda? 


19.4) Das 8 pessoas que devem sentar-se à uma mesa, A e B nunca podem ser vizinhas. 
Quantas são as disposições possíveis? 


19.5) Um joalheiro dispõe de 4 tipos de pedras preciosas para confeccionar broches (com as 
pedras em círculo) e alianças, usando em cada jóia uma pedra de cada tipo. Quantos 
broches diferentes ele pode construir? E quantas alianças? 


19.6) Os 8 lugares de um carrossel serão ocupados por 4 meninos e 4 meninas. Quantas são as 
maneiras de se fazer a ocupação de modo que meninos e meninas fiquem intercalados? 


19.2 — ARRANJOS COM REPETIÇÃO 

Neste item, voltamos a formar, com os elementos de um conjunto E, agrupa- 
mentos ordenados, podendo agora permitir que um elemento compareça mais de 
uma vez em cada grupo: são os arranjos com repetição. 
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Pelo fato de ser permitida a repetição, se por exemplo o conjunto E tem 3 
elementos, podemos formar arranjos desses elementos tomados 4 a 4, tomados 5 a 
5 etc., ou seja, é fácil compreendermos que agora a classe de um arranjo com re- 
petição pode ser até maior que o número de elementos de E. 

O total de arranjos com repetição de n elementos classe k é indicado por 


Exemplos 


a) Consideremos E = (6;8;9). Os números de 2 algarismos que podemos for- 
mar com esses elementos são 


66 86 96 
68 88 98 
69 89 99 


Temos, então, 9 arranjos de 3 elementos tomados 2 a 2, e podemos escrever 
AR3,2 =9 


A esse resultado também se chega através do Princípio Fundamental da Con- 
tagem: para a escolha do primeiro algarismo temos 3 possibilidades e, como podemos 
repetir, para a escolha do segundo temos 3 possibilidades: 


3 a 
algarismos: [1] [] 
| | 


possibilidades: 13 Ri 


Então, o total desses números é 


AR, =3.3=32=9 


b) Seja E = (5; 7). Os números de 4 algarismos que podemos formar 
com esses elementos são 
5555 00: 57505" MOSS" 7755 
5557 SUIT WMA 1757 
55FSen 158 Bai SAS 20/7775 
SS PE NLUISPOPTSTP + PTP 
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Temos, então, 16 arranjos de 2 elementos tomados 4 a 4, e podemos es- 
crever 


AR2,4 ="16 
Ou, como fizemos no exemplo anterior: 


” pe 
possibilidades: | 2 2 2 2 


Se procedermos de modo análogo para o cálculo do número de arranjos com 
repetição de n elementos tomados k a k: 


elementos: mm E 1 fa E 


-=—"————————————— ——— - 
possibilidades: oi DA nah Ma 
Obtemos 
ARnk =nenen..n 
k fatores 
ou seja 


Observação. Para os casos em que k = 0 e k = 1, temos 
ARn,o a nº =1 
ARni=n'=n 


A exemplo do que fizemos nos arranjos simples, consideramos o conjunto 
& como um arranjo de classe zero e os conjuntos unitários como arranjos de classe 1. 
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Exercício Resolvido 


19.7) Quantos números de 3 algarismos podem ser formados com os algarismos 0, 3, 4, 5, 
8? 
Solução 


Podemos resolver de duas maneiras: 


1º modo: (utilizando o conceito de arranjo) 


Cada número é um arranjo com repetição de 5 elementos classe 3; seu total é, 
então 


ARs 3 =53= 125 


Nesse total, no entanto, estão incluídos os agrupamentos que começam com o 
zero e que não são números de 3 algarismos: 


QREN 


Fixando o zero, temos 5 elementos para ocupar as duas casas restantes, dando-nos 
ARs,2 = 52 = 25 agrupamentos 
Logo, o total de números é 
ARs,3 - As 2 = 125 - 25 = 100 


2º modo: (utilizando o Princípio Fundamental da Contagem) 
Para a escolha do primeiro algarismo temos 4 possibilidades (excluímos o zero); 
para cada algarismo seguinte temos 5 possibilidades: 


RP a a 5 
Ldicã, 


Logo, o total de números é 
4:55 = 100 


Nota — O leitor percebeu, com esse exercício, que muitos dos problemas do 
capítulo 9 referentes ao Princípio Fundamental da Contagem podem ser resolvidos 
com o conceito de arranjos com repetição e, pela própria exposição desse conceito, que 
os problemas de arranjos com repetição podem, todos, ser resolvidos por aquele Prin- 
cípio. Por isso, os exercícios propostos a seguir não constituem novidade. 


Exercícios Propostos | 


19.8) Dispondo de 3 cores, de quantos modos podemos pintar, cada uma de uma só cor, 5 
casas dispostas em fila? 


19.9) Cada sinal do Código Morse é formado por pontos e traços. Determine o número de 
sinais que podem ser formados com 


a) 4 desses dois símbolos 
b) até 4 desses dois símbolos 


19.10) Quantos são os números naturais de 5 algarismos nos quais aparecem algarismos repe- 
tidos? 


19.11) Num país as placas dos automóveis são constituídas de 2 letras (escolhidas de um alfa- 
beto de 26 letras) seguidas de dois algarismos, sendo excluídas as placas que têm dois 
zeros e, também, as placas que têm duas letras O. Determine o total de automóveis que 
podem ser emplacados nesse país. 


19.3 - COMBINAÇÕES COM REPETIÇÃO 


Quando estudamos as combinações simples, aprendemos que elas são agrupa- 
mentos (de elementos distintos) que não se modificam quando se altera a ordem de 
seus elementos. Por exemplo, sabemos que as combinações de classe 3 

(7; 8; 9), (8; 7; 9), (9; 8; 7) 
são todas iguais. 

O conceito de combinação com repetição não é diferente: também é um agru- 
pamento em que a ordem de seus elementos não é considerada; apenas, agora, é 
permitida a repetição «de elementos. 

Assim, se por exemplo tomarmos o conjunto E = (a;b;c; d), os agrupa- 
mentos 


aa 
ab bb 
ac be cc 


ad bd cd dd 


são as combinações (com repetição), de classe 2, dos 4 elementos de E. 

É evidente, então, que aqui os agrupamentos ab e ba são iguais, o mesmo 
acontecendo com bd e db; e os agrupamentos ab e bd são diferentes porque têm 
elementos diferentes. 


O número de combinações com repetição dos n elementos de um conjunto 
E tomados k a k é indicado por 


No exemplo acima, temos n=4, k=2 e CR42=10. 


Exemplos 
a) Consideremos E = (a; b; cj. As combinações de classe 3 desses ele- 
mentos são 


aaa aab aac 
abb abc acc 
bbb bbe bec 
ccc 


Temos, então, que CR53 = 10. 


b) Seja E = (a; 6). As combinações de classe 4 desses elementos são 
aooa  coaB  coBb BBB BEBÊ 


Temos, então, que CR, a = 5. 


Cálculo de CRnk 


Para determinarmos o número de combinações com repetição no caso geral, 
consideremos o conjunto 


E = [fa 8); dolo dai 


e vamos convencionar que cada combinação de classe k de seus elementos será sem- 
pre escrita de modo que os índices dos elementos fiquem em ordem natural; por 
exemplo, a combinação de classe k = 6 


d2ãsã, d3d3d 
deve ser apresentada na forma 
d,ã/d2d3934s (1) 


Em seguida, trocamos cada elemento da combinação pela letra x afetada de 
um novo índice, que é obtido somando-se o índice antigo com o número de ele- 
mentos que precedem o elemento considerado. Por exemplo na combinação (1), 
o elemento a, será substituído por xa, O segundo dos elementos a; será substituído 
por x7; essa combinação passa então a 


X1X2X4X6X7X10 
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Para reforçar, outro exemplo: a combinação de classe k = 6 


asagasaçasan (II) 
passa a 
X4X5sX6X9X12Xn,s 
Devemos observar que, com esse recurso, cada combinação de classe k acaba 
tendo todos os seus elementos com índices diferentes. 
É fundamental notar, também, que a letra x terá índice máximo quando o 
elemento an ocupar a última posição da combinação. Por exemplo, na combinação 


(II) o elemento an é substituído por xn+.s; O índice n + 5 é o maior possível quando 
se tem uma combinação de classe k = 6. 


Qual é, então, o índice máximo de x no caso de uma combinação de classe k 
qualquer? 


Fazendo an ser o último dos k elementos da combinação 


LI E) LA. [E 


k elementos 


ele deve ser trocado por x com o índice n somado aos k - 1 elementos que o pre- 
cedem. 


Assim, o índice máximo é n+k-1. 
Com tudo isso percebemos que cada combinação com repetição de classe k 
com os elementos de 


E = (ay; dz; às; ..., An) 
é representada por uma combinação simples de classe k dos elementos de 
F = (xy; Xp; X3; .; Xnek-1) 
o que nos leva a concluir que 


Exemplos 
CR4,2 = Cas2-1,2 = Cs, = Eae =10 
CRa,s = Cava-14 = Cao = Co,a = 7 =15 


CRs,s hr Cses-1,s ai Cos TT 


| 
tm 
to 
en 


Exercícios Resolvidos 


19.12) Podendo escolher entre os sabores hortelã, laranja e limão, de quantos modos uma 
criança pode comprar 5 balas? 


Solução 


Notando que cada grupo de 5 balas é uma combinação de elementos repetidos 
escolhidos entre os 3 sabores, o total de modos é 


CRa, = Ca+s-1,s = Cy.5 = 21 


19.13) Podendo escolher entre 5 tipos de queijo e 4 marcas de vinho de quantos modos é possi- 
vel comprar 2 formas de queijo e 3 garrafas de vinho? 


Solução 


O problema se resolve em duas etapas: 


1º) escolha das formas de queijo 
Como se dispõe de 5 tipos para escolher 2 (iguais ou não), o número de possibili- 


dades é CRs, = Ce, =15. 


2º) escolha das garrafas de vinho 

Como se dispõe de 4 marcas para escolher 3 garrafas (iguais ou não) o número de 
possibilidades é CR4,3= C6,3= 20. 

Finalmente, o número de possibilidades de compra de queijo e vinho é 


CRs,* CR4,3 = 15 + 20 = 300 


19.14) Determine o número de soluções inteiras e não negativas da equação 


x1tx9+tx3=6 


Solução 
É evidente que para se obter uma soma de 3 números inteiros não negativos 
igual a 6, tais números devem ser escolhidos convenientemente entre os valores 0, 1, 2, 
3,4,5, 6. Por exemplo, as trincas 
(0; 2; 4), (2;2;2), (0;0;6) 


são algumas das soluções da equação. 


Para obtermos todas as soluções, vamos recorrer ao seguinte processo: como à 
soma deve ser 6, escrevemos 6 vezes o número 1: 


EMEA 


Como temos 3 incógnitas, separamos a fila acima em 3 grupos. Para isso, preci- 
samos de apenas duas barras. Assim, us somas das unidades até a primeira barra, da 
primeira até a segunda e da segunda até o fim da fila nos dão valores de xy, x, € xa que 
satisfazem a equação. Por exemplo 


PODIDO 


x/=3 x9=2 x3=1 


Xitx tx3=3+2+1=6 


jofiofojjofsdo 


x,=3 x3=3 
x/=0 


x1tx2tx3=0+3+3=6 


Dfojofofado 


x1=2 dis x3=4 


Xxitx tx3=2+0+4=6 


Deste modo, se calcularmos o total de maneiras de se colocar as duas barras 
nas 7 posições possíveis, teremos o número de soluções da equação. 

Como se trata de escolher 2 das 7 posições, não havendo modificação se trocar- 
mos as 2 barras entre si, e podendo colocar as 2 na mesma posição, cada escolha é uma 
combinação com repetição de 7 elementos tomados 2 a 2. Então, temos: 


CR52 = Cg2 = a = 28 soluções 


19.15) Determine o número de soluções inteiras e positivas da equação 


Xp +tx2+ Xx3t x4t xs= 13 


Solução 


Não podemos, agora, aceitar soluções em que alguma variável seja igual a zero; 
no entanto, vamos observar que subtraindo uma unidade de cada elemento das soluções 
pedidas, por exemplo 


3:41) Q;30;1;2) 
(6; 1;3;2; D> (5; 0; 2; 1; 0) 


02:59 4; 1; 1; D 


obtemos as soluções inteiras não negativas da equação 
xtxtxtxçtx =8 (1 
Portanto, basta determinar o número dessas soluções da equação (1), o que faze- 


mos como no exercício anterior. 
Como devemos ter soma 8, escrevemos 


aPodegoBadegaã 


Tendo 5 incógnitas, precisamos de 4 barras para separar essa fila em 5 grupos. 

Dispomos de 9 posições para colocar 4 barras, podendo haver mais de uma na 
mesma posição. Assim, cada escolha é uma combinação com repetição, de classe 4, 
de 9 elementos. 

Logo, o total de soluções inteiras e positivas da equação dada é 


12-11-10+9 


Chagas Cine e Cana E 
Exercícios Propostos 
19.16) Calcule 
a) CRg,3 b) CRs, c) CR6,6 


19.17) Verifique que CRnk = CRk+1,n-1 


19.18) Um vendedor de livros quer comprar, para revenda, 5 volumes. O fornecedor dispõe 
de vários exemplares de 6 romances e de 6 livros técnicos. Determine o número de 
compras diferentes que pode o vendedor fazer, obtendo: 


a) 5 livros quaisquer 
b) 3 romances e 2 livros técnicos 


19.19) Com os elementos do conjunto E = (a; Db; 6; d) formam-se as combinações com re- 
petição de classe 5. Quantas delas tem o elemento d? Quantas não tem o elemento a? 
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19.20) Determine o número de soluções inteiras e não negativas da equação 


xXx, tx2+t x3+ x4= 10 


19.21) Determine o número de soluções inteiras e positivas da equação 
xitx2+tx3+txg + xs +tx6= 15 
19.22) Considere a equação 
Xitx2tx3+.. +txm=A 
onde «E N e «zm. Determine o número de soluções inteiras e 


a) não negativas 
b) positivas 


Exercícios Suplementares 


VI.1) 


VI.2) 


VI.3) 


VI.4) 


VI.S) 


VI.6) 


VI.7) 


VI.8) 


Quantos são os números de 3 algarismos em nosso sistema, em que aparecem algarismos 
repetidos? 


De quantos modos podemos repartir 17 livros, entre 4 alunos, admitindo que alguns 
possam ficar sem livros? 


Nas faces de um tetraedro regular de quantas maneiras podemos aplicar 4 cores distin- 
tas ou não, usando-se 7 cores? 


Numa urna existem muitas bolas brancas e vermelhas. Retirando-se 3 bolas sucessiva- 
mente, de quantas maneiras pode sair a distribuição das cores? 


Com os algarismos 3, 4 e 5 quantos números podemos formar tendo no mínimo 3 al- 
garismos e no máximo 6 algarismos? 


Com os algarismos 1, 3, 5 e 7 quantos números de 4 algarismos podemos formar come- 
çando com 1 e terminando com o 7? 


Quantas palavras diferentes se podem formar, batendo-se 5 vezes ao acaso, em uma das 
26 teclas de letras da máquina de escrever? 


Escrevendo-se todos os números inteiros de 1 a 1 000, quantas vezes os algarismos (de 
zero a nove) foram utilizados? 


PARTE VII 


Capítulo 20 — Noções de probabilidade 
Capítulo 21 — Soma de probabilidades 
Capítulo 22 — Produto de probabilidades 


Capítulo 23 — Distribuição binomial 


Capítulo 
2 4 Noções de 
probabilidade 
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20.1 — EXPERIMENTO ALEATÓRIO — RESULTADOS 
EQUIPROVÁVEIS 


Quando lançamos um dado e observamos o número obtido na face superior, 
sabemos de antemão que o resultado poderá ser 1, 2, 3,4,5 ou 6. No entanto, não 
podemos garantir que irá ocorrer, por exemplo, o número 4; é possível que ocorra, 
como também é possível ocorrer qualquer outro número em jogo. Essa impossibili- 
dade de prever o resultado se deve ao que chamamos de acaso. 

Formamos, assim, a idéia de experimento aleatório: uma experiência que, 
embora executada repetidas vezes, em condições aparentemente idênticas, pode 
apresentar resultados variados, não sendo possível a previsão lógica de cada resul- 
tado. 

Os lançamentos de dados ou moedas, a distribuição das cartas de um baralho, 
os sorteios em geral, são exemplos de experimentos aleatórios. . 

Os vários resultados desse tipo de experiência podem ou não ser igualmente 
prováveis, isto é, a oportunidade de se obter um determinado resultado pode ser 
igual ou diferente da oportunidade de um outro resultado da mesma experiência. 
Por exemplo, ao lançarmos um dado, a chance de ocorrer o número 4 é igual à de 
ocorrer 0 1,0 2,0 3,0 5 ou o 6. Isso já não acontece no seguinte experimento: 
em dez etiquetas iguais e enfileiradas, escrevemos a palavra MATEMÁTICA, uma 
letra em cada etiqueta: 


[e] La) Le) Le) Lu) [a] [=] [o] [e] [A] 


em seguida, misturamos as dez em uma uma e retiramos uma delas. É fácil per- 
ceber que as chances das letras M, A, T, E, I, C não são todas iguais, pois há mais 
etiquetas com a letra A do que com a letra T, mais com M do que com E etc. 

Muitas vezes, o processo de realização de um experimento pode tornar seus 
resultados equiprováveis ou não. Admita-se, como exemplo, que desejamos escolher 
um animal de uma jaula onde há um elefante, um macaco, um cavalo, um gato sel- 
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vagem e uma zebra. Se simplesmente sorteamos o animal entrando na jaula e es- 
colhendo aquele "que primeiro nos morder, é evidente que o gato terá maior opor- 
tunidade de ser escolhido. No entanto, se marcarmos o nome de cada bicho em um 
cartão (cinco cartões iguais) e sortearmos um, podemos garantir que todos os ani- 
mais têm a mesma chance de serem escolhidos, isto é, os resultados da experiência 
se tornam igualmente prováveis. 

Nesta obra, restringiremos nosso estudo aos experimentos aleatórios de resul- 
tados equiprováveis. 


20.2 — ESPAÇO AMOSTRAL — EVENTO 


Ao realizarmos um experimento aleatório, com a finalidade de observar a 
ocorrência de um determinado tipo de resultado, dois conjuntos traduzem nossa 
expectativa: um, formado por todos os resultados possíveis da experiência; outro, 
formado pelos resultados que desejamos observar. Assim, se num jogo lançamos 
um dado e nosso sucesso depender da obtenção de um número maior que 4, nos 
fixamos no conjunto (1; 2;3;4; 5; 6), que descreve tudo que pode acontecer, e 
no conjunto (5; 6), que descreve o que queremos que aconteça. É claro que o se- 
gundo conjunto será, sempre, um subconjunto do primeiro. Adotamos, então, as 
seguintes definições: 


Espaço Amostral — Ao conjunto E formado por todos os resultados possíveis 
de um experimento aleatório damos o nome de espaço amostral. 

Em nosso estudo, vamos considerar apenas espaços amostrais finitos e não 
vazios, e indicaremos o número de resultados por np. 


Evento — Damos o nome de evento a qualquer subconjunto do espaço amos- 
tral, 

Em termos práticos, o evento é um conjunto formado pelos resultados cuja 
ocorrência desejamos observar, pelos resultados que queremos ver acontecer. 

Indicaremos por ny O número de elementos de um evento A. 


Exemplos 


Experimento 1: lançar um dado; o resultado é o número obtido na face superior. 
e espaço âmostral: 
E=(1;2;3;45;6); np =6 
e alguns eventos: 
a) observar a ocorrência do número 2: 
A = (2) ny =1 


b) observar a ocorrência de número par: 
B = (2;4;6); np =3 
c) observar a ocorrência de número maior que 6: 
C=6; nc =0 
d) observar a ocorrência de número inteiro: 
D=(1;2;3;4;5;6)=E; np =6 


Experimento 2: lançar duas moedas diferentes; o resultado é o par de faces su- 
periores. 
e espaço amostral (c=cara; k=coroa): 
E = ((c; o); (c; k); (k; o); (k; K)); Me = 4 
e alguns eventos: 
a) ocorrência de duas caras: 
A = (co) MA =] 
b) ocorrência de no mínimo uma cara: 
B = ((c; k); (k; 0); (o; o); MB = 3 
c) ocorrência de no máximo uma cara: - 


C = [(c; k); (k; 0); (k; kb); Ne = 3 


Experimento 3: lançar dois dados diferentes; o resultado é o par de números 
obtidos nas faces superiores. 


e espaço amostral: 
E = ((1;1); (1;2); (1;3); (154); (155); (1;6) 
(2; 1); (2;2); (253); (254); (255); (256) 
(3; 1); (3; 2); (3; 3); (354); (355); (356) 
(451); (4;2); (453); (454); (455); (456) 
(5; 1); (5; 2); (5; 3); (554); (555); (556) 
(6; 1); (6; 2); (6; 3): (6; 4); (655); (656); Me = 66 = 36 


e alguns eventos: 
a) ocorrer números iguais nos dois dados: 
A= (151); (232); (353); (454); (555); (650); MA = 6 
b) ocorrer números de paridades opostas: 


B = ((1;2); (1;4); (1,6); 
(2; 1); (2;3); (2;5); 
(3; 2); (3;4); (3; 6); 
(4; 1); (4;3); (4;5); 
(5; 2); (5;4); (5; 6); 
(6; 1); (6;3); (6; 5));np = 18 
c) ocorrer soma 7: 
C = 1(1;6); (2;5); (3;4); (4;3); (5; 2); (6; nc = 6 
d) ocorrer soma 11: 
D = [(5; 6); (6, 5));np = 2 


Nota — A sequência de exemplos acima mostra que, à medida que o nú- 
mero de elementos envolvidos no experimento vai aumentando, torna-se cada vez 
mais difícil escrever o espaço amostral enumerando cada um dos resultados possí- 
veis. Por isso, utilizamos, em alguns casos, o processo de representar o conjunto 
apenas descrevendo o tipo de elementos que ele possui e, para a determinação do 
número de resultados, recorremos aos métodos de contagem da Análise Combina- 
tória. Vejamos alguns exemplos. 


Experimento 4: retirar 3 cartas de um baralho de 52 cartas e observar, indepen- 
dente da ordem, o grupo formado. 


e espaço amostral: 


E = (grupos de 3 cartas) 


O total de resultados possíveis, isto é, o número de elementos E, é o 
número de combinações de 52 elementos tomados 3 a 3: 


ng = Cs2,3 = 22 100 
€ alguns eventos: 
a) ocorrer 3 ases: 
A = (grupos de 3 ases) 
Como temos 4 ases no baralho, 
na = C,3 =4 
b) ocorrer 3 cartas de copas: 
B = ígrupos de 3 cartas de copas) 
Como temos 13 cartas de copas, 
ng = Cias = 286 


c) ocorrer exatamente um ás: 
C = (grupos com ás e 2 outras cartas) 
Para a escolha do ás, temos 4 possibilidades; para a escolha das outras 


duas, eliminamos ' os ases, restando-nos 48 cartas, o que nos dá 
Cas,» possibilidades 


y y 


---—— = — — 


possibilidades: ! + Cas,2 


Logo, temos nç = 4 + Cas2 = 4512 


Experimento 5: de uma uma com 31 bolas numeradas de 1 a 31, retirar duas € 
observar o par de números obtidos. 


e espaço amostral: 
notando que ao retirarmos duas bolas formamos um par ordenado de 
elementos distintos (se uma delas tem o número 17, a outra certamente 
terá um número diferente de 17), temos 


E=((x;y,xeNyeNII<x<3 e I<xy<3le xy) 

e ng = As, = 930 
e alguns eventos: 

a) ocorrer dois números menores ou iguais a 21: 

A=((x;y), xe N,yeNIiI<xx<2 e I<xy<2ex+y) 
na = Az, = 420 

b) ocorrer um par com primeiro elemento menor que 12: 

B=[(x;y,xeN,yeNIlI<x<1I2e I<y<3lex+y) 


Notando que para o primeiro elemento temos 11 possibilidades e, es- 
colhido este, restam 30 possibilidades para o segundo, temos 


ng = 11-30 = 330 


20.3 —- PROBABILIDADE 


Vamos, agora, definir probabilidade de um evento num experimento alea- 
tório de resultados equiprováveis. 
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20.2) 


20.3) 


b) O evento ocorrer número maior que 4 é representado pelo conjunto B = (s; 6). 
Como ng =2, vem 
PB] a ng 6 3 


Se desejarmos os resultados em porcentagem, multiplicamos os números encon- 
trados por 100%. Assim, temos: 


a) a probabilidade de ocorrer número primo é ; * 100% = 50%. 


b) a probabilidade de ocorrer número maior que 4 — * 100% = 33,33%. 


Numa urna há cem bolas numeradas de 1 a 100. Retirando-se uma bola ao acaso, qual 
a probabilidade dela possuir um: 

a) múltiplo de 3? 

b) múltiplo de 7? 


Solução 
O espaço amostral da experiência é 
E = tu; 2% 3: 4550599; 100) e ng = 100 
a) O evento ocorrer um múltiplo de 3 é A = (3;6;9; ...; 99). Para obtermos nA 
basta dividirmos 100 por 3: o quociente é na. 


100 [3 


1. 1:33 
de Bbm 
Então, como ny = 33, P[A] ng 100 
b) O evento ocorrer um múltiplo de 7 é B= (7; 14;21;...;98). Como o quociente da 
= = AB = M = bd 
divisão de 100 por 7 é 14, temos ng = 14. Logo, PÍB] ng” 1007 50 


Observação: Os números ny e ng poderiam, evidentemente, ser obtidos pela expressão 
do termo geral das progressões aritméticas a, = ay + (n-1)*r 


No lançamento de dois dados diferentes, qual a probabilidade de ocorrer: 
a) soma 7? 

b) ao menos um número primo? 

Solução 


O resultado de um lançamento de dois dados é um par ordenado. Dessa forma, 
o espaço amostral do experimento pode ser assim descrito: 


E=((x:y,xEN,yENII<Xx<6 e I<y<6) 


20.4) 


20.5) 


Para o cálculo de ng, temos: 


1º dado 2º dado 
[+] 
y y 
possibilidades: 6 É nt lê E 61 


Logo, np = 6*6 = 36 


a) O evento ocorrer soma 7 é 
A = ((1; 6); (2: 5); (3; 4); (4; 3); (5; 2); (6; 1)) 
1 


Como na = 6, P[A] = a 


b) O evento ocorrer ao menos um número primo é: 


B = [(1;2); (1;3); (1;5); 
(2;1); (2;2); (2:3);/02;4); (2:5); (2;6); 
(3; 1); (3;2); (353); 054); (3,5); (3,6); 
(4; 2); (4,3); (455); 
(5; 1); (5; 2); (5; 3); (5; 4); (555); (5,6); 
(6; 2); (6;3); (6;5)) 


21 
Como ng = 27, P[B] =" 


&| to 


No exercício anterior, qual a probabilidade de não ocorrer soma 11? 


Solução 


Consideremos o evento ocorrer soma Il: C = ts: 6); (6; 59). Temos 


Observando que o evento não ocorrer soma 11 é o complementar de C, vem: 


PlC)= 1 -Plc)=1.- p= 


A tabela a seguir dá o número de máquinas de calcular existentes em um escritório, 
segundo suas características. Todas as máquinas estão embaladas em estojos iguais. 
Escolhendo um estojo ao acaso, determine a probabilidade dele: 


ELÉTRICAS | MANUAIS 


a) conter uma máquina nova 

b) conter uma máquina manual 

c) não conter uma máquina elétrica usada 
d) não conter uma máquina manual usada 


Intuitivamente, o leitor domina a idéia de probabilidade: se num jogo de 
cara ou coroa nosso sucesso é a ocorrência de cara, temos a metade das chances de 
ganhar e dizemos, inclusive, que nossa probabilidade é de 1 para 2 e, portanto, 


igual a = No entanto é preciso esclarecer que, em duas jogadas, não acontecerá 


necessariamente uma cara e uma coroa; é possível que, em por exemplo 10 jogadas, 
ocorra 8 vezes coroa, ao que reagimos dizendo: 

“Puxa, que azar!” ou 

“Não é possível: essa moeda é viciada!!” 


O que devemos entender ao avaliar ema probabilidade de obter cara, é que 


num número muito grande de lançamentos da moeda, a frequência com que ocorre 
cada uma das faces é bastante próxima da metade do número de jogadas. 
Com essas considerações, definimos 


Observações 


12) É evidente que, sendo A um 
subconjunto de E, temos 


0O<na <hng 


Dividindo essa dupla desigualdade 
por ng, vem 


Nos casos extremos, temos: 


e se P[A] = 0,0 evento A = q 
chama-se evento impossível . 


e se P[A] = 1, o evento A = E chama-se evento certo. 


Esses casos podem ser ilustrados pelos eventos dos itens c e d do experi- 
mento 1, nos exemplos anteriores. 


22) Probabilidade do evento complementar 


Seja A o evento complementar de 
A em relação a E. Percebemos que À 
possui, como elementos, todos os resul- 
tados descritos no espaço amostral com 
exceção daqueles que formam A. Assim, 
se calcularmos a probabilidade de À, es- 
taremos determinando a probabilidade de 
não ocorrer o evento A. Como 


nA = NE - NA, 


dividindo membro a membro por ng, 
vem 


ou seja, 


o que quer dizer que a probabilidade de não ocorrer um certo evento é 1 menos a 
probabilidade dele ocorrer. Portanto, se a probabilidade de, por exemplo, retirar- 


mos uma bola azul de uma urna é 0,3 (30%), a de não retirarmos uma bola dessa 
cor é 1 - 0,3 = 0,7 (70%). 


Exercícios Resolvidos 


20.1) Qual a probabilidade de, no lançamento de um dado, obtermos: 
a) número primo? 
b) número maior que 4º 
Solução 
O espaço amostral do lançamento é: 
E=(1;2;3;4;5;6) Então, ng = 6 
a) O evento ocorrer número primo é representado pelo conjunto A = (2; Eh 5j. Como 


na = 3, vem 


be, pia 
a Do À 


20.6) 


Solução 


O espaço amostral dessa experiência é o conjunto E de todas as máquinas. 
Assim, vemos na tabela que np = 100. 


a) O evento A = [ocorre máquina nova) tem 75 casos favoráveis, isto é, na = 75. 
Então, 75 3 
PlAl = 59 = 4 


b) o evento B = Tocorre máquina manual) tem 40 casos favoráveis, isto é, ng = 40. 
Então, 


40 2 
PIB] = 599 * 5 
c) seja o evento C = focorre máquina elétrica nova). Como existem 45 máquinas que 
ADE Ze 45 9 
são elétricas e novas, temos nÇ = 45 e Plc] = 100" 20: 


Observando que o evento não ocorre máquina elétrica nova é o complementar 
de €, vem: 


9 o! 
Plc]=1-Prlc]=1 -50" 30 
d) seja o evento D = Tocorre máquina manual usada). Temos np = 10 e P[D] = 
10 1 


* 100 * 10 * 


Observando que o evento não ocorre máquina manual usada é o complementar 
de D, vem: 
A pos 


code di Lob ar Ta 


fá 


No exercício anterior, suponha que uma pessoa escolhe um estojo ao acaso e desco- 
bre que ele contém uma máquina nova. Qual a probabilidade dessa máquina ser elé- 
trica? 


Solução 


Quando recebemos a informação de que a máquina é nova, imediatamente elimi- 
namos todas as máquinas usadas da experiência: 


ovas 6 |] 


isto é, restringimos o nosso campo de trabalho às 75 novas. Isso equivale a reduzir o es- 
« ' , a 

paço amostral ao conjunto E de máquinas novas, com npr= 75. Nesse campo, o even- 

to E = (máquina elétrica tem 45 casos favoráveis. Então, 


20.7) 


20.8) 


20.9) 


Numa urna há 7 bolas azuis e 4 bolas vermelhas. Retirando-se, simultaneamente, duas 
bolas, qual a probabilidade de ambas serem azuis? 


Solução 


Devemos notar que, néssa experiência, o espaço amostral E não é formado pelas 
11 bolas consideradas individualmente, pois cada dupla de bolas é que constitui um 
resultado. Assim, 


E = ((todas) duplas de bolas) 


e o total de resultados possíveis é, portanto: 
ng = Cno=5 
Como o evento desejado é 


À = ttodas) duplas de bolas azuis) 


temos: 
nA = Ca =21 
Pe lg. rg Maca 
Logo, PLA E ng Ê Cn as 


Numa urna há 20 cartões numerados de 1 a 20. Retirando-se, ao acaso, dois cartões, 
qual a probabilidade de se obter um par de números menores que 12? 


Solução 

Como cada resultado é um par ordenado de elementos diferentes, o espaço 
amostral E pode ser escrito: 
E=((x:y), xEN,yENII<x<20 e 1<y<20 e x &y) 
Assim, dispondo de 20 elementos para escolher, ordenadamente, 2 distintos, 
temos: , 

ng = Az, = 380 
O evento par de números menores que 12 é 
A=((x;y), xEN,yENlI<x<I2 e I<Xy<12 e xy) 


Como dispomos agora de 11 elementos, vem: 


dia O 


Logo, P[A] = E O 3 


| 
| 


Retirando-se, ao acaso, 4 cartas de um baralho de 52 cartas, determine a probabilidade 
de se obter q 
a) 4 ases 


b) 4 cartas de copas 
c) 2 asese 2 reis 


Solução 
Como cada resultado é formado por 4 cartas, nosso espaço amostral é 
E = Ítodos) grupos de 4 cartas) 
e temos np = Co4 
a) seja o evento ocorrer 4 ases: 
A = (grupo dos 4 ases) 


É importante notar que A possui um só elemento, pois os 4 ases do baralho 
formam um único grupo de 4 cartas. Assim, se na = 1, 


1 1 
P >>— = ——————— 
Al = coa “270735 


b) o evento B = Íítodos) grupos de 4 cartas de copas) é constituído pelo total de 
combinações das 13 cartas de copas formadas 4 a 4. Assim, ng = Cia4 e 


1312-11-10 


Ms e 
Cora S2º51:50-49 270725 
4:3:2+1 


c) Para calcularmos o número de elementos do evento C = Íítodos) grupos com 2 ases 
e2 reis), como dispomos de 4 ases e 4 reis, fazemos: 


“a: cs |] 
possibilidades: | Pad cu nda can Cas | 
ng = Ca2* Ca2 
4:3 4-3 
ata Cad BSS AD 
Loro, Melo 32:51:30-45 20755 
4.3:2+1 


Exercícios Propostos 


820.10) No lançamento de um dado, qual a probabilidade de se obter um número cujo dobro é 
menor que 10? 


+ 20.11) Lançando-se duas moedas diferentes qual a probabilidade de se obter no mínimo uma 
cara? 


e 20.12) Numa uma há 4 bolas verdes, 6 amarelas e 5 brancas. Retirando-se uma bola ao acaso, 
qual a probabilidade dela: 


a) ser verde? c) não ser amarela? 
b) não ser branca? 


+20.13) No lançamento de dois dados diferentes, ambos de 4 faces (tetraedros regulares), qual 
a probabilidade de se obter 


ta) soma 7? e) número primo em ambos? 
,b) soma menor que 5? . d) ao menos um número ímpar? 


M 


* 20.14) Abrindo-se, ao acaso, um livro de 200 folhas numeradas, apenas na frente, de 1 a 200, 
qual a probabilidade de se observar: 


a) um múltiplo de 11º b) um múltiplo de 15? 


s20.15) Sabe-se que uma pessoa nasceu entre os anos de 1885 e 1979 (excluidos esses anos). 
Qual a probabilidade do ano de nascimento ter sido bissexto? 


» 20.16) A tabela a seguir dá as características sangiiíneas de SO indivíduos. Escolhendo-se, 
ao acaso, uma dessas pessoas, qual é, em porcentagem, a probabilidade dela: 


CO EE 
[ortsr [ o [57 


* 20.17) No exercício anterior, suponha que se escolheu uma pessoa de sangue tipo B. Qual a 
probabilidade dela ter fator RH”? 


a) ter sangue tipo A? 

b) não ter sangue com fator RH? 

c) ter sangue tipo A com fator RH*? 

d) não ter sangue tipo B com fator RH ? 


s20.18) Retirando-se, ao acaso, uma carta de um baralho de 52 cartas, descobre-se que é um ás. 
Qual a probabilidade dele ser de ouros? E de ser de naipe preto? 


920.19) Retirou-se uma carta de um baralho de 52 cartas e descobriu-se que ela é de espadas. 
Qual a probabilidade de ter sido sorteado: 


A a) um ás? b) uma figura? c) uma carta com múltiplo de 2? 
q 
20.20) Cada termo do desenvolvimento do binômio (x + a)? n>6 é escrito em uma etiqueta 
(todas etiquetas iguais). O mesmo se faz com os termos de (y - b)?. As etiquetas são 
todas colocadas em uma urna e retira-se uma ao acaso. Determine a probabilidade 
de ter sido escolhida uma etiqueta com: 


a) o termo jo) asxn-6 


n 
b) um termo cujo coeficiente binomial é () 


c) um termo cujo coeficiente binomial tenha o valor suar 


* 20.21) Um professor de Matemática diz a seus alunos que, sob certas condições, é capaz de 
adivinhar um número; e propõe o seguinte: um dos alunos deve pensar num número 
inteiro entre 9 e 50, e subtrair desse número a soma de seus dois algarismos (por exem- 
plo, se o aluno pensar no 45, ele deve fazer a operação 45 - (4 + 5), obtendo o número 
36). Qual a probabilidade do professor acertar, na primeira tentativa, o número obtido 
pelo aluno após a operação solicitada? 


e 20.22) Numa urna há 8 bolas azuis, 7 vermelhas e 5 pretas. Retirando-se simultaneamente 3 
bolas, qual a probabilidade de: 


a) as 3 serem azuis? 
b) nenhuma das 3 ser vermelha? 


* 20.23) Formam-se todos os anagramas da palavra SALÁRIO. Escolhendo-se um deles ao 
acaso, qual a probabilidade de se obter um anagrama em que as duas letras A não estão 
juntas? 


e 20.24) De um baralho de 28 cartas (4 naipes com 7 cartas cada) são retiradas simultaneamente 
5 cartas. Determine a probabilidade de serem obtidas: 


a) 5 cartas de ouros 
b) 3 cartas de ouros e 2 de espadas 


c) exatamente 3 cartas de ouros 
d) no mínimo 4 cartas de ouros 


e 20.25) Num estoque de 20 camisas, há 5 com defeito. Escolhendo-se ao acaso 6 camisas, qual a 
probabilidade de que exatamente a metade delas seja defeituosa? 


o 20.26) Num grupo de 12 profissionais há 4 geógrafos, 4 historiadores e 4 cientistas sociais. 
Escolhendo-se, ao acaso, uma comissão de 6 pessoas, qual a probabilidade de haver 
exatamente 2 de cada profissão citada? 


0 20.27) Duas etiquetas são sorteadas de uma caixa com n etiquetas, numeradas de 1 a n. Qual à 
probabilidade de que as duas etiquetas escolhidas tenham números consecutivos? 


20.28) De uma urna com n etiquetas, numeradas de 1 a n, (n7>4), são retiradas 3 etiquetas. 
Sendo n um número impar, qual a probabilidade de serem obtidas 3 etiquetas com núme- 
ros ímpares consecutivos? 


20.29) Considere o determinante 


x 1 1 
D=|y 2 +41 
o 43 2 


Do conjunto ti; 23 37455565 44 s1) são escolhidos dois números distintos para 
ocuparem, respectivamente, os lugares de x e y em D. Qual a probabilidade de que os 
números escolhidos acarretem D = 0? 


20.30) Considere o determinante 


| 3 
D=|4 6 


cum 


Do conjunto q; 2 31:4; 55.63 7) são escolhidos três números distintos para ocu- 
parem, respectivamente, os lugares de a, be c. Assim, sempre se terfáa £b,afceb  c. 
Qual a probabilidade de que os três números escolhidos acarretem D = 0? 
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Capítulo 


Soma de 


probabilidades 


Vamos considerar a realização de um experimento aleatório, de espaço amos- 
tral E, no qual se deseja observar à ocorrência de um evento A ou de um evento B. 


Para melhor nos situarmos, um exemplo: suponhamos que de uma urna com 30 bo- 
las, numeradas de 1 a 30, seja extraída uma bola para se verificar a ocorrência de 
um múltiplo de 2 ou de um múltiplo de 3; estão assim caracterizados o espaço 
amostral: 


E=(1;2;3;4;5;6:7;...:30) “(ny ='30) 
e os eventos 
A=(2;4;6;8;...:; 30) (na = 15) 
B = (3;6;9; 12; ...; 30) (ng = 10) 
Quando dizemos “observar a ocorrência de A ou B” estamos nos dispondo a 


aceitar, como resultados favoráveis, aqueles que correspondam ao sucesso: 


19) somente de A (e não de B) 
2º) somente de B (e não de A) 
30) de A e de B, simultaneamente 


Assim, no exemplo acima, admitimos a ocorrência de um número que seja 
somente múltiplo de 2 (2; 4; 8; 10; 14; 16; 20; 22; 26; 28), somente múltiplo de 
3(3;9; 15; 21; 27), e também de um múltiplo simultâneo de 2 e de 3 (6; 12; 18; 
24; 30), isto é, múltiplo de 6. ; 

Ora, se representarmos todas essas possibilidades através de diagramas 


ty 


somente A somente B AeB 
(múltiplo só de 2) (múltiplo só de 3) (múltiplo de 6) 
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fica evidente que observar a ocorrência de A ou B equivale a observar a ocorrência 
da união dos dois eventos, isto é, do evento A U B. 


A ou B 
(múltiplo de 2 ou 3) 


Sendo assim, para calcularmos a probabilidade de ocorrer A ou B, lembramos 
que: 
DAUB = DA * Ng -NANB 
e dividimos ambos os membros dessa igualdade por np: 
PAUS PA, MB MAND 
DE. ME Dg ng 
Obtemos, desse modo, a expressão conhecida como regra da soma de proba- 
bilidades ou probabilidade da união: 


onde lemos que a probabilidade de ocorrer o evento A ou o evento B é a probabili- 
dade de ocorrer A mais a probabilidade de ocorrer B menos a probabilidade de 
ocorrer À e B. 

No exemplo, temos: 


e, como ANB = (múltiplo de 6) (nanp = 5) PIA NB] - ADE = E Portanto, 
E 


a probabilidade de que a bola retirada possua um múltiplo de 2 ou de 3 é: 


Observação — No caso em que AMB =, dizemos que A e B são eventos 
mutuamente exclusivos, isto é, se um deles ocorrer, o outro certamente não 


, 


ocorrera. 
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Nesta situação, como nanp = 0, é claro que: 


Como exemplo, consideremos uma lista de 20 diplomatas, dos quais 8 se en- 
contram no Brasil, 6 em Angola e os demais em outros países; escolhendo um dos 
nomes ao acaso, a probabilidade de ele ser de um diplomata que se acha no Brasil 


(B) ou em Angola (A) é: 
8 6 I4 7 


PÍBU A] =PÍB] + PIA] =50 * 30 * 20710 


pois, evidentemente, o evento estar no Brasil e o evento estar em Angola são mutua- 
mente exclusivos, isto é, ANB=G eP[ANBJ=0. 


Exercícios Resolvidos 


21.1) Numa caixa há 100 parafusos e 50 porcas, cada uma das peças embalada de modo a 
torná-las indistingiiíveis pelo tato. Metade dos parafusos e metade das porcas estão 
enferrujadas. Escolhendo-se uma peça ao acaso, qual a probabilidade de se obter uma 
peça enferrujada ou um parafuso? 


Solução 


PERFEITAS ENFERRUJADAS 


PARAFUSOS 


EEE EX 
E EE 
| 


O espaço amostral E do experimento retirada de uma peça tem 150 elementos, 
isto é, ng = 150. 

Consideremos os eventos 

A = (ocorrer peça enferrujada) e 


B = [ocorrer um parafuso) 


Vemos, na tabela, que nA = 75 e ng = 100. 


Notando que a peça retirada pode ter as características tanto do evento A como 
do evento B, isto é: 


ANB = [ocorrer parafuso enferrujado) 
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onde na np = 50, a probabilidade de ser escolhida uma peça enferrujada ou um parafuso é: 
P[AUB] = P[A] + P[B] - P[ANB] = 
15,100 50 125,5 
1507180. 1507. 1586r 6 
Outro modo: 


Podemos, também, resolver o problema utilizando o conceito de probabilidade 
do evento complementar 


Para tanto, basta entendermos que ocorrer peça enferrujada ou parafuso equivale 
a não ocorrer porca perfeita. 
Assim, se considerarmos o evento 


C= [ocorrer porca perfeita) 
pie bege age 
(veja o diagrama), temos ng = 25 e plc] E 
Logo, a probabilidade procurada é 


l 


plaUB]=P[c]=1-Pplc]=1- + 


21.2) Numa sala estão reunidas 12 pessoas, entre elas José e Eustáquio. Escolhendo-se, ao 
acaso, uma comissão de 4 pessoas, qual a probabilidade de José ou Eustáquio pertence- 
rem a essa comissão? 


Solução 


O espaço amostral E dessa experiência é o conjunto de todas as comissões de 4 
pessoas que podem ser formadas com as 12 participantes da reunião. Portanto, 
ng = Crs 
Considerando o evento A como aquele formado pelas comissões das quais José 
participa, temos 
na = Cn 
pois, fixado José, restam 11 outras pessoas para ocuparem as 3 vagas seguintes. 
Considerando o evento B como aquele formado pelas comissões das quais 
Eustáquio participa, temos 
ng = Cn, 
pois, fixado Eustáquio, restam 11 outras pessoas para ocuparem as 3 vagas seguintes. 
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É evidente que o evento AMB é aquele formado pelas comissões às quais 
pertencem, simultaneamente, José e Eustáquio. Fixando ambos, restam 10 pessoas 
para ocuparem as outras 2 vagas da comissão; assim, 


nanB = Cio2 


Logo, a probabilidade de se escolher uma comissão à qual pertencem José ou 
Eustáquio é 


P[AUB] = P[A] + P[B] - P[ANB] = 


- Cu3 , Cn3 Cro 
Ê Cos Cos Cia 


21.3) Numa caixa há 30 etiquetas, numeradas de 1 a 30. Retirando-se, simultaneamente, 
duas etiquetas, qual a probabilidade de se obter um par de números primos ou um par 
de múltiplos de 2? 


Solução 


O espaço amostral E dessa experiência é o total de pares de números distintos 
que podem ser formados com as 30 etiquetas. Portanto, 


ng = Az,2 
Seja A o evento formado por todos os pares de números primos. Como entre 
1 e 30 há 10 números primos (2; 3; 5; 7; 11; 13; 17; 19; 23; 29), o total de pares 
possíveis é 
na = Aio,2 
Seja B o evento formado por todos os pares de múltiplos de 2. Como entre 1 e 30 
há 15 múltiplos de 2 (2; 4; 6; 8; 10; 12; 14; 16; 18; 20; 22; 24; 26; 28; 30), o total de 
pares aumentados com esses números é 
ng = Ass 
Devemos agora notar que não existe um par de números que sejam simultanea- 
mente primos e múltiplos de 2, pois existe um só número primo múltiplo de 2: o 
próprio 2. Assim, A e B são eventos mutuamente exclusivos, isto é, ANB = (9) e 
PlanB]=0 
Logo, a probabilidade de ocorrer um par de números primos ou múltiplos de 2 é: 


Pla UB] = P[A] + PÍB] = 


E DS PRENSA 


“Ax2 Ay 29 29 29 


Exercícios Propostos 


e21.4) Numa uma há 200 bolas numeradas de 1 a 200. Retirando-se, ao acaso, uma bola 
qual a probabilidade de se obter: 


a) múltiplo de 2 ou múltiplo de 5? c) múltiplo de 23 ou múltiplo de 13? 


b) múltiplo de 7 ou múltiplo de 11? 
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*21.5) Numa uma há 12 bolas brancas, numeradas de 1 a 12, e 18 bolas vermelhas, numeradas 
de 13 a 30. Retirando-se ao acaso uma bola, qual a probabilidade de 


a) se obter bola vermelha ou número ímpar? 
b) não se obter: bola branca ou número primo? 


* 21.6) Numa caixa há 60 lâmpadas de 60 W e 100 lâmpadas de 100 W, todas em embalagens 
iguais. Sabe-se que 4 das lâmpadas de 60 W e à das de 100 W estão queimadas. Es- 
colhendo-se, ao acaso, duas lâmpadas, qual a probabilidade de ambas serem de 100 W 
ou estarem queimadas? 


+ 21.7) Numa reunião do diretório de um partido estão presentes 10 mulheres e 15 homens. 
Metade das mulheres e j dos homens participaram da fundação do partido. Escolhendo-se 
3 dessas pessoas ao acaso, qual a probabilidade de que as 3 sejam mulheres ou tenham 
participado da fundação? 


e 21.8) De um baralho de 52 cartas, 2 são sorteadas simultaneamente. Qual a probabilidade de 
serem: 


a) 2 cartas de copas ou 2 cartas vermelhas? 
b) 2 cartas de copas ou 2 de ouros? 
c) 2 cartas de espadas ou 2 ases? 


e 21.9) Sejam A e B dois eventos de um mesmo espaço amostral, de probabilidades P[A]= 


+ e PIB] o e tais que PÍA nBJ=+. Calcule as probabilidades dos eventos: 
a) AUB 
b) AUB 
co) ANB 
d) ANB 


* 21.10) Uma estação meteorológica informa que, para um certo dia, a probabilidade de chover é 
60%, a de “fazer frio” é 65% e a de chover e fazer frio é de 35%. Determine, para esse 
dia, a probabilidade de: 


a) chover ou fazer frio 
b) não chover e não fazer frio 
o c) chover e não fazer frio 
No. e d) não chover e fazer frio 


Capítulo 


Produto de 


probabilidades 


22.1 — EXEMPLOS INICIAIS 


Vamos, agora, considerar experimentos aleatórios cuja realização se desenvolve 
em etapas, como por exemplo: 


Experimento 1: lançar um dado e, em seguida, uma moeda, observando o número 
e a figura obtida nas faces superiores. Temos: 


primeira etapa: lançar o dado 
segunda etapa: lançar a moeda 


O espaço amostral dessa experiência é 


E = ((1;C); (1;K); (2;C); (2;K); (3;0); (3; K); 
(4; C); (4; K); (5;C); (5; K); (6;C); (6; K) 


onde C = cara e K = coroa e np = 12. 


Experimento 2: de uma uma com 3 bolas brancas e 2 vermelhas, retirar duas 


bolas, uma após a outra, sem reposição da primeira bola retirada, observando a cor 
de cada uma delas. Temos: 


primeira etapa: retirar a primeira bola 
segunda etapa: retirar a segunda bola 


O número de elementos do espaço amostral E dessa experiência pode ser 
obtido com o auxílio do Princípio Fundamental da Contagem: na retirada da pri- 
meira bola, temos 5 possibilidades; na segunda, como não há reposição da bola re- 
tirada anteriormente, temos 4 possibilidades. Assim, ng = 5-4 = 20, 

De fato, representando por B,, B,, B; as bolas brancas e por V;e V, as ver- 
melhas, o diagrama de árvore da página seguinte fornece todos os resultados possíveis: 
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22 RETIRADA 
doe simoro ipa? SO figa 7 
B, E + | (B;; B,) 
B; RPI | (Bj; Ba) | 
Es ER gas | (BV9) | 
Va "ERRA e (B,;;V2) 
B, a | (B,;B;) | 
B; Gas: (B.; Bs) E 
Vi ES DRT: (Ba; Vi) | É 
Va SS | (B2;V2) | 
E ED core) | É 
B, SE RAGE o | (B5;B;) 1% 
a CA ERET IC | (Ba; Vi) 8 
V, mreretegognato (Ba;V2) | 2 
B, fee Eu de | (Vi; Bi) E: 
Bb —> (WB) 5 
B; a (Vis Vs) ia 
Vo TE nda E E (ViVo) 
soc E tea E eai RR | 
B, LS | (V2;Bo) | 
B; CEEE (V2; Ba) 
f Vi E aDRié : (Va; Vi) | 
22 RETIRADA 


É claro que, estando os espaços amostrais construídos, podemos calcular pela 
definição as probabilidades de quaisquer eventos dessas experiências. Assim, consi- 
derando: 


e no experimento 1 o evento A: ocorrer número maior que 4 e cara, temos: 
A = T(5; o); (6; o) 


na = 2, portanto, P[A] ==» Be 


e no experimento 2 o evento A: ocorrer duas bolas brancas, temos: 
A = ((B;; Bo); (By; B3); (Bo; Bi); (Bo; B3); (Bs; By); (Bs; Bo) 


na = 6 e, portanto P[A] ni dn 


No entanto, é possível chegar a tais resultados sem que os espaços amostrais 
sejam construídos, utilizando apenas as etapas que completam o experimento. 


22.2 — PROBABILIDADE CONDICIONAL 


Exemplo 

Consideremos o seguinte experimento. Em uma escola há alunos brasileiros 
e alemães, dos quais alguns falam somente a sua língua de origem, enquanto outros 
falam português e alemão. O quadro abaixo dá a distribuição dos alunos conforme 
essas qualificações 


52 falam só português 


Eres ns E: falam as-duas línguas 


43 falam só alemão 
reais E falam as duas línguas 


O experimento consiste em sortear um estudante. 
O espaço amostral E constitui-se de 220 elementos, que são todos os estu- 
dantes: np = 220. 


Fixemos dois eventos: 

A:o estudante sorteado fala as duas línguas 

B.o estudante sorteado é alemão 

O evento A é formado pelos 38 brasileiros que falam as duas línguas, junta- 
mente com os 87 alemães também bilíngies: ny = 125. 

O evento B é formado por todos os alunos alemães: ng = 130. 

Assim, 

125 


dae 
P(A] = ap * 220 = 56,8% 


- PB 130 À 
P[B] ne "20 * 59,1% 


A figura seguinte ilustra a situação esquematicamente. Note que um evento 
não exclui o outro, ou seja, ANBq. A interseção dos dois eventos é constituída 
pelos resultados em que'o estudante sorteado fala as duas línguas e é alemão. Cal- 
culemos também a probabilidade deste evento. Temos: ny np = 87, 
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donde 


PIANB)="ANB - SO + 395% 
Ng 


Fixemos agora um terceiro evento, que de certa forma relaciona os dois an- 
teriores: 

C: ocorrer no sorteio um estudante alemão, sabendo que o estudante sorteado 

fala as duas línguas 
ou, em outras palavras: 

C: ocorrer o evento B, supondo que já ocorreu o evento A 

Indicaremos este novo evento pela notação C = B/A, que pode ser lida “C é o 
evento B condicionado à ocorrência de A”. 

Calculemos a probabilidade deste evento. 

O fato de estarmos supondo que já ocorreu A altera o conjunto dos resultados 
possíveis. De fato, já não tem sentido incluir no espaço amostral um resultado em 
que o estudante só fale português ou só fale alemão. Devemos portanto restringir 
o espaço amostral àqueles resultados em que o estudante sorteado fala as duas 
línguas. Mas isto corresponde exatamente a considerar o próprio conjunto A 
como sendo o novo espaço amostral E;: 


ME, = NA Ee ss 


Assim, passam a nos interessar 
somente os resultados do evento B 
que estejam no conjunto A. Em ou- 
tras palavras, só nos interessam os 
elementos do conjunto ANB. Por- 
tanto, 


P[C] = PIB/A] = o =—35 = 69,6% 


Da mesma forma, senão considerar o evento: 
D: ocorrer no sorteio um estudante que fala as duas línguas, sabendo que o 
estudante sorteado é alemão 
Neste caso, D = A/B, isto é, “D é o evento A condicionado à ocorrência de 
B”. No cálculo da probabilidade deste evento, o novo espaço amostral E, a ser con- 
siderado é o próprio conjunto B e temos: 


P[D] = P[A/B] = 


1 
E 


Exemplos 


1) No experimento considerado acima, onde ep estudante é sorteado, consi- 
dere os eventos: 

A: sortear um estudante brasileiro 

B: sortear um estudante que fala alemão. . 

Vamos calcular P[A], P[B], PLA N BJ, PIA/BI e PÍB/A]. Temos: 

ng = 220 

na = número de brasileiros = 90 


ng = número de brasileiros que falam alemão mais o número de alemães = 
=38 + 130 = 168 
nanp = número de brasileiros que falam alemão = 38 
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Assim, PLA] = e = bad = 40,9% 
P(B] E - a = 16,4% 
P(A NB] n SAE 50 * 17,3% 
P[A/B] = de du a El = 22,6% 
PIB/A) = PAOB - 28 2 422% 


2) No experimento que se constitui do lançamento de um dado e uma moeda, 
sejam os eventos: 

A: ocorrer no dado um número maior que 1 

B: ocorrer um número ímpar no dado e cara na moeda 

Calculemos: P[A], P[B], PLA NB], P[A/B] e PIB/AJ. 

Temos ng = 12 e 


A=((2;0); (2;k); 350); (51); (450); (4,1); 
(5: 0); (5;k); (6;0); (6; k) (ny = 10) 
B=((1;c); (3;0); (So) (np =3) 


ANB = ((3;c); (5; o) (nan = 2) 
Assim, PIA] -TA dias 
P[B] oa 
PIA NB] = PADB GE ga 
PLA/B] - aos 5 
PIB/A] = “ane Es 


22.3 — PROBABILIDADE DA INTERSEÇÃO 


O conceito de probabilidade condicional examinado no item anterior, encon- 
tra sua mais importante aplicação no cálculo da probabilidade da interseção de 
dois (ou mais) eventos. Basta considerar a dedução seguinte, onde A e B são eventos 
quaisquer (A * &) de um mesmo espaço amostral: E. Temos: 


NANB 
P[B/A] = "A0B a - PIANB] 
ds ep 
o 
donde 
Exemplo 


De uma urna com 13 bolas brancas e 7 vermelhas são retiradas duas bolas 
sucessivamente, sem reposição da primeira. Calculemos a probabilidade de o resul- 
tado ser formado por duas bolas brancas. Para isso, consideramos dois eventos: 

A:sair bola branca na 12 retirada 

B: sair bola branca na 22 retirada 

É claro que desejamos calcular P[ANB], o que se faz com a fórmula 
acima. Temos, imediatamente, P[A] = = . 

Para obter P[B/A], imaginemos que já foi retirada a 12 bola e que ela é 
branca e calculemos a probabilidade de sair também branca a 22 bola. Ora, nesse 
caso a uma passa a conter 12 bolas brancas e 7 vermelhas e temos: 


12 
PÍB/A] = 19 
Assim, PLANB] = PIAS =PIB/A) = 22. 2 é 41,1% 
q DO: EO iiddo 


Se desejarmos a probabilidade de ser sorteada bola vermelha na 12 retirada 
e bola branca na 22 retirada, teremos: 


12 retirada A = sair bola vermelha 


dd 13 brancas 
; 7 vermelhas 


PLA] = o 
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22 retirada  B = sair bola branca 


, 13 brancas 
pad 6 vermelhas 


PÍB/A] = 5 


Portanto, P[A NB] = P(A] - P[B/A] = 5 : õ = 239% 


Eventos em etapas 


O problema de calcular a probabilidade da interseção de eventos aparece 
frequentemente quando a realização do experimento se desenvolve em etapas. 
Cada etapa é por si só uma experiência aleatória. A probabilidade de um evento 
pode ser calculada multiplicando-se as probabilidades dos eventos parciais que cons- 
tituem cada etapa. O único cuidado a tomar é calcular a probabilidade de cada 
evento parcial supondo que os anteriores já ocorreram, isto é, calcular suas pro- 
babilidades condicionais. 


Exemplos 


a) De um baralho são retiradas, sucessivamente, duas cartas, sem reposição 
da primeira. A probabilidade de ocorrer duas cartas de espadas pode ser calculada 
assim: 


là retirada A = sair carta de espadas 


13 espadas 


» E À 39 outros naipes 


22 retirada B = sair carta de espadas 


baralho: [ ne e : 
39 outros naipes 
2 4 
PIB/A] =, = Ti 
PIA NB] = PIA] PIB/A] = - £ = À 
RE So; 
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b) No exemplo ao lado, retiram-se sucessivamente 5 cartas, sem reposição. A 
probabilidade de ocorrer nas duas primeiras retiradas cartas de ouros e, nas três 
últimas, cartas de copas, pode ser calculada assim: 


12 ouros 11 ouros 11 ouros 
13 copas 13 copas 12 copas 11 copas 
26 outros 26 outros 26 outros 26 outros 


A probabilidade pedida é 


P=pePrPprPeP="5"50" 49" 48 


Note que, em cada retirada (a partir da 22) a probabilidade que calculamos 
é condicional, pois ao considerarmos o baralho modificado, estamos automatica- 
mente supondo que os eventos de etapas anteriores já ocorreram. 


Exercícios Resolvidos 


22.1) Numa caixa há 10 parafusos, 4 dos quais enferrujados. Retirando-se, ao acaso, dois para- 
fusos com reposição, qual a probabilidade do primeiro estar enferrujado e o segundo 
não? 

Solução 


Na primeira retirada, temos o evento 
A, = tparafuso enferrujado), onde nA, E 4; a probabilidade desse evento é 


Na segunda retirada, como houve reposição, temos novamente 10 parafusos. O 
evento dessa retirada é A = tparafuso não enferrujado), onde n AT 6. Sua probabili- 


; JO. | 
dade é p2 = 10 = CA $ 
A probabilidade de ocorrerem A; e Az é, então 


Z cid. 16 
P=pº'Mp=5"5=35 


22.2) 


22.3) 


Um edifício tem 12 andares e 3 apartamentos por andar. Uma pessoa quer encontrar 
um parente que mora nesse edifício, mas não sabe o andar nem o apartamento que 
deve procurar. Se ele escolher ao acaso um andar e, nesse andar, um apartamento, qual 
a probabilidade de acertar o local desejado? 


Solução 


Temos duas etapas: escolher o andar e, em seguida, um apartamento. 
Na primeira temos o evento 


Ay = (andar certo), 


cuja probabilidade é py = 13 » 
Na segunda, temos o evento 
Aa = (apartamento certo), 


cuja probabilidade é p2 = q 
Portanto, a probabilidade de ocorrerem A, e Aq é 
1 1 1 


De um grupo de 10 homens e 15 mulheres escolhemos, ao acaso, duas pessoas, uma após 
a outra. Qual a probabilidade de 


a) a primeira ser mulher e a segunda homem? 
b) que as duas sejam mulheres? 


Solução 
Nos dois casos, quando da primeira escolha, temos 25 pessoas disponíveis; 


já para a segunda, dispomos de 24. 
1 ca 


. a 


Supondo que a primeira é mulher, entre as 24 restantes temos ainda 10 homens. 


a) A probabilidade do evento Ay = (a primeira é mulher) é p = 


Portanto, a probabilidade do evento Az = (a segunda é homem) é p2= = - 
Logo, a probabilidade de Ay e Aq é 
P=P*p2 sº Bs 
b) A ocorrência de duas mulheres se compõem dos eventos 
A, = (a primeira é mulher), 


cuja probabilidade é py - e 


A3 = (a segunda é mulher) 
Supondo que a primeira é mulher, entre as 24 restantes temos agora 14 mulheres. 


Portanto, p3= ú- Es 


Logo, a probabilidade de A; e A3 é 


ecliicadi 
12” 20 


| va 


D= Propy= 


22.4) De um baralho de 52 cartas são retiradas, sem reposição, 3 cartas. Determine a probabi- 


lidade de se obter: 
a) 3 ases 
b) 3 cartas de ouros 
Solução 
a) 12 retirada: temos 4 ases em 52 cartas; a probabilidade de se obter um ás é 
4 1 
NºS TI 
2º retirada: supondo que a primeira carta obtida foi um ás, como não há reposição 


temos 3 ases em 51 cartas. A probabilidade de se obter o segundo ás é p2 “a = E A 


3º retirada: supondo que as duas primeiras cartas foram ases, temos 2 deles em 
50 cartas. A probabilidade de se obter o terceiro ás é pa e 


so 25: 
Logo, a probabilidade de se obter 3 ases é 
RE RP ego gq o AE SE 
Re 75 "54 
b) com raciocínio análogo ao item a, tendo inicialmente 13 cartas de ouros, escreve- 
mos: ; 


12 carta de ouros: - probabilidade py = s = 


2º carta de ouros: probabilidade pa = Es =17 


3º carta de ouros: probabilidade pa = a 


Logo, a probabilidade de serem obtidas 3 cartas de ouros é 


pe Mg o rá 
“4 17 50 850 


22.5) Numa uma há 8 bolas azuis, 5 amarelas e 7 vermelhas. Retirando-se, ao acaso, duas 


bolas, com reposição, qual a probabilidade de resultarem as duas da mesma cor? 


Solução 


Como o enunciado não especifica a cor, podemos ter a ocorrência de duas bolas 
azuis (evento A) ou duas amarelas (evento B) ou duas vermelhas (evento €. 

É evidente que A, B e C são eventos mutuamente exclusivos; portanto, a proba- 
bilidade pedida será 


Pp = P[A] + P[B] + Plc] 
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Temos, então, notando que há reposição da primeira: 
1º) Para duas bolas azuis (A) 
€ probabilidade da primeira ser azul: py = » 
€ probabilidade da segunda ser azul: p= 
X 2 
Logo, P[A]=pi*pa= [4º 3 


2º) Para duas bolas amarelas (B) 


€ probabilidade da primeira ser amarela: p3 = 


Br Blu 


€ probabilidade da segunda ser amarela: pq = 


1 4 1 
Logo, PÍB] = ps*pa do id E 
3º) Para duas bolas vermelhas (C) 


€ probabilidade da primeira ser vermelha: ps = 5 


& probabilidade da segunda ser vermelha: ps = 5 
o a ih 2,149 
Logo, P[C] = Ps*P6=30* 30" 400 
Finalmente, a probabilidade de que as duas bolas sejam da mesma cor é: 
1 49 "69 


4 
P=P[aJ+PiB]+PIC)=55+g+700* 500 


Exercícios Propostos 


e 22.6) Lançando-se um dado e uma moeda, qual a probabilidade de se obter número primo 


e coroa? 


e 22.7) Numa uma há 4 bolas pretas, 3 brancas e 8 vermelhas. Retirando-se ao ácaso duas bo- 


22.8) 


las, com reposição, qual a probabilidade de resultarem : 


a) a primeira branca e a segunda vermelha? 
b) a primeira preta e a segunda não preta? 
c) duas vermelhas? 


Numa estante há 20 livros, 6 dos quais faltando páginas. Escolhendo-se ao acaso, sem 
reposição, dois livros, qual a probabilidade de ocorrerem: 

a) um livro perfeito e um defeituoso? 

b) dois livros perfeitos? 

c) dois livros defeituosos? 


s 22.9) 


,22.10) 


« 22.11) 


22.12) 


822.13) 


22.14) 


e 22.15) 


* 22.16) 


o 22.17) 


e 22.18) 


Num edifício de 12 andares, com 14 apartamentos por andar, existem 5 andares com 
3 apartamentos desocupados cada. Todo o resto do edifício está ocupado. Esco- 
lhendo-se ao acaso um andar, e nele um apartamento, qual a probabilidade de se chegar 
a um apartamento desocupado? 


Lançando-se um dado 3 vezes, qual a probabilidade de ocorrer número menor que 
5 nas 3 vezes? 


De um grupo de 18 estudantes, 6 fazem Engenharia, 6 Medicina e 6 Economia. Es- 
colhendo-se, um após o outro, 3 estudantes, qual a probabilidade de: 


a) todos fazerem Medicina? 
b) o primeiro fazer Medicina e os outros dois Engenharia? 
c) o primeiro fazer Medicina, o segundo Engenharia e o terceiro Economia? 


De um baralho de 28 cartas (os 4 naipes, com cartas do ás ao 7) são retiradas, com re- 
posição, 4 cartas. Qual a probabilidade de se obter: 


a) 4 cartas de paus? 
b) 4 cartas vermelhas? 
c) ás,5,6 e 7 nessa ordem? 


Um volante de loteria esportiva é preenchido com 2 palpites duplos, 3 triplos e os 
8 restantes simples. Considerando-se apenas o acaso, qual a probabilidade de se acertar 
os 13 jogos? 


Um volante de loteria esportiva é preenchido com dois palpites triplos, quatro duplos e 
quatro simples preenchidos pela lógica. Os três restantes, bem como os duplos, são preen- 
chidos ao acaso. Se ocorrer a lógica, qual a probabilidade de se fazer 13 pontos? 


Numa sala há duas umas. Na primeira há 6 bolas brancas e 4 pretas; na outra há 5 
brancas, 3 pretas e 4 vermelhas. Escolhe-se uma uma ao acaso e dela retira-se, ao acaso, 
uma bola. Qual a probabilidade dessa bola ser branca? 


Numa uma há 6 bolas brancas, 4 pretas e 5: vermelhas. Retirando-se, ao acaso, sem re- 
posição, 3 bolas, qual a probabilidade de todas terem a mesma cor? 


Há 18 bolas em uma urna, sendo 9 vermelhas e 9 amarelas. Uma pessoa retira uma bola 
ao acaso, e a esconde. Para adivinhar a cor da bola retirada, utilizo a seguinte estra- 
tégia: sorteio uma segunda bola dentre as 17 que restaram na urna; se é vermelha, digo 
que a primeira bola retirada é amarela; se é amarela, digo que a primeira é vermelha. 
Qual a minha probabilidade de acertar? 


Numa caixa há 4 urnas iguais. Na primeira urna há 4 anéis de brilhante e 2 de vidro; na 
segunda há 5 anéis de brilhante e 1 de vidro; naterceira há 3 anéis de brilhante e 3 de 
vidro; na quarta há 2 de brilhante e 4 de vidro, Escolhe-se uma urna ao acaso e dela 
retira-se um anel. Qual a probabilidade dele ser de brilhante? 


Capítulo 


Distribuição 


binomial 


23.1 — INTRODUÇÃO 


Neste capítulo, vamos considerar exclusivamente as situações em que um de- 
terminado experimento aleatório é repetido n vezes, sempre em idênticas condi- 
ções, de maneira que em cada vez que tal experimento é realizado, a probabilidade 
de ocorrer um evento A é sempre a mesma. Situações como: 


— lançar uma moeda 6 vezes e, a cada lançamento, observar a face superior. 
Temos n = 6 e, por exemplo, a probabilidade de ocorrer o evento 


A = (cara) é, em cada vez, PIA] 2. 


— lançar um dado 7 vezes e, a cada lançamento, observar a face superior. 
Temos n = 7 e, por exemplo, a probabilidade de ocorrer o evento 
A = (número maior que 2) é, em cada vez, PIA] > . 
— numa prova com 10 testes (5 alternativas cada, uma só correta), um 
aluno “chuta” todos (isto é, assinala ao acaso uma alternativa) e observa 
se acertou ou errou cada teste. 


Temos n = 10 e, a cada-“chute”, a probabilidade de acertar (A) é P[A] = Ea 


O problema que aqui nos propomos resolver é o de calcular a probabilidade 
de ocorrer o evento A em k das n vezes que o experimento se repete (k < n). 
Para isso, vamos partir da solução de um exemplo: 

Analisando seus antecedentes genéticos, um casal descobre que a pro- 
babilidade de ter um filho de olhos verdes é Ê. Supondo que esse casal pre- 
tenda ter 5 filhos, qual a probabilidade de 3 deles terem olhos verdes? 

Vemos que, das n = 5 vezes que o fato ter um filho deve se repetir, o evento 


A = (filho de olhos verdes) 


a 


deve ocorrer três vezes (k = 3). Portanto, devemos supor que nas outras duas 
vezes não ocorra filho de olhos verdes, o que representa o evento complementar de 
A q 

Para o nascimento de cada filho, temos: 


PIA] + e PIAJ=1-PIAl=7 
Vamos, inicialmente, calcular a probabilidade de que os três primeiros filhos 
tenham olhos verdes. Isso corresponde à ocorrência dos eventos sucessivos: 


primeiro filho de olhos verdes (A) 
segundo filho de olhos verdes (A) 
terceiro filho de olhos verdes (A) 
quarto filho de olhos não verdes (A) 
quinto filho de olhos não verdes (A) 


Pela regra do produto de probabilidades 


js ag 3 49 52 
PAP PÇA (2) 
y k 4 k k 


probabilidades: | 7 


temos que a probabilidade V dos três primeiros terem olhos verdes é 


V=P[A]- PIA]- PIA] - P[A] - P[A] = P[AP - P[AP = 


(6) (4) 


No entanto, como o problema não especifica em que ordem devem ocorrer 
os tipos de olhos verdes temos vários outros modos de considerar a distribuição 
desses três entré os cinco filhos. Eis alguns deles: 


1º 2º 3º 4º 5º 
[º) Ex) [5] [a] [a] 

1º 2º 3º 4º so 
[4] [4] [4] [4] [4] 
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1907 270085 IPormi4gE - SP 
RJ el IA] 
Notemos que, para cada um desses modos, temos probabilidade de ocorrer 
três filhos de olhos verdes; e ela é sempre igual à probabilidade V dos É primeiros 


terem olhos verdes: l 
mens) À 


Sendo assim, a probabilidade P de ocorrerem três filhos de olhos verdes 
(em qualquer ordem) é igual ao produto de V pelo total de maneiras possíveis de 
se distribuir o evento A em 3 das 5 posições. 

Ora, sabemos que o número de modos de se escolher 3 das 5 posições é dado por 


º 
Cça= ( á ) . Portanto, temos finalmente: 


P=C3V= (5) PIAP- PIAP 


ou seja, 


EST PINS 175 
ho (:)(5) (5) CE dedicam 


Resolvido o exemplo proposto, onde tínhamos n = 5, k = 3, P[A] = ze 


P[A| ==, observemos que a probabilidade obtida 
S4/743/113 
o (6) (3) 


P- ( é) PLAJE + PLAJr+ 


pode ser escrita 


Percebemos, então, que esta expressão corresponde a um dos termos do de- 
senvolvimento do Binômio de Newton 


(x +apr. 


onde a =P[A] e x=P[A], devendo-se a esse fato a denominação distribuição 
binomial de probabilidades. 
Vamos, então, ao enunciado e resolução do caso geral 


23.2 “EXPRESSÃO DA DISTRIBUIÇÃO BINOMIAL 


Demonstração 


Como o evento A deve ter sucesso em k das n vezes, nas n - k vezes restantes 
não deve ocorrer A ou seja, deve ocorrer o evento complementar de A, cuja pro- 
babilidade é 


P[A]=1 - PIA] 
Suponhamos que A ocorra nas K primeiras tentativas, ou seja, calculemos a 
probabilidade dos eventos sucessivos 


ocorrer A na primeira tentativa 

ocorrer A na segunda tentativa 

ocorrer A na k-ésima tentativa 
não ocorrer A na k + I-ésima tentativa 


não ocorrer A na n-ésima tentativa 


Pela regra do produto de probabilidades 


- (k+ 1 
5 E DE o tm “E 
pita À ne = e E Sa ê ETs . ni 


temos que a probabilidade R de ocorrer A nas k primeiras tentativas é 
R = P(A] - PIA] - PIA]... PIA] + PIA]... PIA] 


k vezes n-k vezes 


ou seja, R=P[AJ - P(APk 


No entanto, A não deve ocorrer necessariamente nas k primeiras têntativas, 
mas em quaisquer k das n posições possíveis. 

Para cada uma das distribuições de A e À temos uma probabilidade igual a 
R, pois os números de vezes que devem ocorrer À e À é, sempre, k en - k, res- 
pectivamente. Portanto, a probabilidade P de ocorrer k vezes A é igual ão produto 
de R pelo total de maneiras de se distribuir o evento A em k das n posições. 

Como esse total é dado pelo número de combinações de n elementos tomados 


k a k, isto é, Cnk = q! vem, finalmente 
P = Cnk Ed R 


ou seja, 


P- fr PIAJ . PIAP+ 


Exercícios Resolvidos 


23.1) Lançando-se uma moeda 6 vezes, qual a probabilidade de ocorrer 4 vezes cara? 
Solução 
Temos n=6ek =4. 
Em cada lançamento, a probabilidade de sucesso do evento A = (cara) é 
P[A] = 5 - Consegiientemente, a probabilidade de não ocorrer cara é P(A] = 


À 
2 
Logo, a probabilidade de ocorrer 4 vezes cara é 


(8) roer (SED 8 


23.2) Num exame de 10 testes (5 alternativas cada, uma só correta), um aluno “chuta” os 
10 testes. Qual a probabilidade dele acertar a metade? (Escreva a resposta em porcen- 
tagem.) 


Solução 


Temos n=10ek=s5. 


1 
=1 ddr 


A probabilidade de acertar um teste é P[A] = 5 e a de não acertar é P[A] = 


=1-P[A]= : 
Logo, a probabilidade de acertar a metade deles é 


Es ( j PIAF - p[AJIO*s (19) (1 . (8) = 0,0264, 


portanto 2,64%. 


23.3) ando-se um dado 5 vezes, qual a probabilidade de ocorrer o número 6 no mínimo 
3 vezes? 


Sol 
Temos n = 5 e, a cada lançamento, a probabilidade de ocorrer o evento 
A = 16) 


k = 5 
e P(A] + e a de não ocorrer o número 6 é p[AJ=1- PIA] =T.- 


Como queremos a probabilidade de sucesso de A no mínimo 3 vezes, devemos 
considerar a ocorrência do número. 6. exatamente 3 vezes, ou 4 vezes ou 5 vezes: 


1º) probabilidade de ocorrer A 3 vezes (k = 3): 
sx fa Wi 10 X52 
»=(5) (6) od Ra E 
2º) probabilidade de ocorrer A 4 vezes (k = 4): 
SUILTis 
Pa=|4)lo) 6) “66 
3º) probabilidade de ocorrer A 5 vezes (k = 5): 
Sis a 
BS Ls E) Edo. 0P, 
Logo, a probabilidade de ocorrer A no mínimo 3 vezes é 


P=P+P+Pa= 


UE E SD 
= Co q" 1996 


Exercícios Propostos 


23.4) Lançando-se uma moeda 10 vezes, determine a probabilidade de ocorrer: 
a) cara na 82 vez Des re 
b) cara na 82 vez, sabendo que nas 7 primeiras jogadas ocorrem cara 
c) 3 vezes cara 


23.5) Supondo que um casal pretenda ter 4 filhos, e que não haja nascimento de gêmeos, 
qual a probabilidade de 2 dos 4 filhos serem do sexo feminino? 


23.6) Lançando-se um dado 6 vezes, qual a probabilidade de ocorrer 


a) 4 vezes o número 1? 

b) 2 vezes número primo? 

c) 6 vezes número menor que 3? 

d) nenhuma vez número menor que 3? 


23.7) 


23.8) 


23.9) 


23.10) 


Um casal sabe que a probabilidade dele ter um filho de cabelos pretos é — 
que o casal pretenda ter 4 filhos, qual a probabilidade dele ter no máxim 
de cabelos pretos? 


Uma prova consta de 10 testes (com 4 alternativas cada, uma só correta). 
“chuta” os LO testes. Qual a probabilidade dele acertar no mínimo 7 testes 


estudante 


uito elétrico. 
nando os 10 
queimados? 


Numa caixa de controle há 10 interruptores, cada um comandando um ci 
Cada circuito tem probabilidade de 20% de queimar ao ser acionado. A 
interruptores, qual a probabilidade de no máximo dois circuitos result 


s 
Numa sala de espetáculos há 26 lugares mas todos os dias são vendidos 30 ingressos. 
Em cada dia, a probabilidade de cada pessoa (que adquire ingresso), não comparecer à 
função é 10%. Qual a probabilidade de, num certo dia, a sala ficar com superlotação 
(mais que 26 pessoas)? 


Exercícios Suplementares 


VILI 


VII.2 


VII.3 


VII.4 


VIl.5 


VIL6 


Uma urna contém 10 bolas, indiscerníveis ao tato, numeradas de O a 9. Retira-se uma 
bola ao acaso. Quais são as probabilidades para que a bola tirada porte um número divisí- 
vel por 2; por 3; por 6? 

Duas urnas A e B, semelhantes à urna do parágrafo anterior, são colocadas lado a lado; 
retira-se uma bola de A e depois uma bola de B, e forma-se o número cujo algarismo das 
dezenas é o número tirado de A e o algarismo das unidades, o número tirado de B. 
Qual é a probabilidade para que o número assim obtido seja divisível por 3? 


Uma urna contém n bolas, numeradas de 1 a n. Extrai-se uma bola. Qual é a probabi- 
lidade para que o número nela desenhado: 

a) seja divisível por 6 ou por 9 

b) seja divisível por 6 e por 9 

Caso particular: n = 100 


Quatro umas A, B, C e D contêm, cada uma, cinco bolas idênticas, numeradas de 1 a 5. 
Extrai-se uma bola de cada urna. Qual é a probabilidade P, para que 3 seja o maior núme- 
ro extraído? 


Seja a equação do 2º grau: 
x2+px+q=0 (1) 


Os coeficientes p e q são determinados, respectivamente, por duas jogadas sucessivas de 
um dado perfeito, cujas faces são numeradas de 1 a 6. 

Determine as probabilidades dos eventos: 

a) a equação (1) admite raízes reais distintas 

b) a equação (1) admite uma raiz dupla 

c) a equação (1) não admite raízes reais 


Uma uma contém n bolas brancas, n + 2 bolas pretas e 4 bolas verdes (n > 0). 

Um jogador tira uma bola ao acaso (cada bola tem a mesma probabilidade de ser tirada): 

1º) Seela é branca, ele ganha 

2º) Seela é preta, ele perde 

3º) Seele é verde, ele retira outra bola ao acaso (sem repor a verde): ele ganha se 
esta é branca; se não, ele perde. 

Qual é, em função de n, a probabilidade P, para que o jogador ganhe? 


Dispomos de três dados A, Be € não viciados. 

O dado A porta sobre uma face o número 3, sobre três faces o número 4 e sobre duas 
faces o número 5. 

O dado B porta sobre duas faces o número 4 e sobre quatro faces o número 2. 

O dado C porta sobre cinco faces o número 4 e sobre uma face o número 2. 
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VH.7 


Lançam-se simultaneamente os três'dados. Qual é a probabilidade para obter: 
a) três números iguais; 

b) o conjunto de números: (2; 4; s>; 

c) três números cuja soma é S e tal que S 2 12. 


Numa loteria de 6 números, designa-se por Pq a probabilidade de se tirar o número 
k (1<k<6). 
nte, Ma) Mo MD 8 RG PM 


Pratica-se uma única tiragem e designa-se com A o evento: “o número o é maior 
ou igual a 4”; seja P(A) a probabilidade de A. - E 


Determine a e b para que P(A) = 6 ' 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


Capítulo 1 


1.4) a) mn. 
b) az = 407, am, = 850, ayn = 517, amn = 1000 


1.5) 2X3 0u;.3 X2 


1.6) n2-n 
17 12 
1.8) 2 + 

5 2 

8,5 
1.9) O 4 ql 

1 02 2 

1 20: 3 

1 230 
1.10) |4 3 33 

6 10 6 6 

9 9 18 9 
1.11) 14 
1.15) O 345 

o Êo 3 05 6 dra do 

A=A 4507 A é simétrica 

5 670 
1 3 3V6 

1.16) a E b Ri c SIGA” 
1.17) sim 
1.18) 6 


1.19) a) 100 b) o o | c) 
t=|0 10 Jets 1 ot = 
001 Sm 1 
120) 4. |4 5 6 
Capítulo 2 
2141) 4) pr =" 2 PV E a UE] 
9 16 -1 Ss 6 4 
9 0 6 o 2 
21) y=1 e x=t1 
213):4) |=24 =24 =24 
526 3 =39 
-49 -70 8 
24 4 24 
b) 7 “7 “7 
26 3 33 
e tt 
a a 8 
17 1 17 


2.14) Seja A = aj]. 


aa +B-A = alaj] + Bla] = [oa] + [Bag] = [oca + Bai] = 


= [ta + Bai] = (+ B) [aj] = (0 + B) + A 


2.15) 3 
X=13 5 
5) Z 


2.16) 700 200 
1 2 

X = Es x sa 

0 70), Y=]070 

1 2 

005 00 


2.17) Se A = [aj], B = [bi] e A+B= [orij], então tem-se Gi = ajj + bij. 


n n 
tr(A + B) = Ê Qii = E (aji + bi) = kh? aii + 3 bj = 


i=1 1=1 I=1 l=1 
= tr(A) + tr(B) 


2.18) 


2.19) 


2.20) 


2.21) 


2.22) 


2.23) 


2.25) 


2.26) 


2.37) 


2.38) 


2.39) 


2.40) 


2.42) 


A = [aj] e At= [bi], então bi; = ajj. 
Sejam «A = [cj] e (xA)t = [dj]. Então 
t = [a5;] = [cj] = [otaji] = aaji) = aclbig] = cA! 


Comb A-B=A+(-1)B, temos 
(A Bt = (A + CDB)t= At+ (CB =At+ (IB! =At-Bt 
Seja B=A- At. Então E 
Bt=(A-ANt=At-(ADI=At-A=-B 
a) 2x4 b) 1x4 co) 2x4 
| 
4 -2 
sd Ê À 
0 0 
id Ê | 
O a To À e é 
Ama 0 ú BA -3 2 -2 2 
Eq 4 «3 
1 6 6 -2 
Wi jads [d É é cum 
an= [0 0 á|- BA não existe 
pd ah 
3 3 
A A 
3 3 
Cad, Ca 


fed 


3b = 2c = 6(a - d) 


Se A é involutiva então AZ=I. Portanto 
L-A(I+A=2-AZ2=1-1=0 


Inversamente, se (1 - A)(L + A) = O tem-se I2 - A? =0 donde A2=1I e portanto 


A é involutiva. 
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2.43) 


2.45), 


2.46) 


2.47) 


Teorema 1: Para n=1 a igualdade é evidente. 
Teorema 2: 


Hipótese: [ cos0 sen Ad 


-senÔ cos0 -sen(k 0) cos(k 0) 


cos(k 0)  sen(k 0) ] 


Tese: Ê cos0. seng]k*! cos((k + 1)0) sen((k + 1)0) | 


-senO cos0 -sen((k + 1)0) cos((k + 1)8) 
cos O seng]k*1 E cosô senô ' cos0 senô 
-sen0 cos — I|-senô cos0 -senÔ cosô 


“| cos0 senô à cos(k 0) sen(k0) | 
“|-senô cos0 -sen(k 0) cos(k0) | — 


z â cos 8 cos(k 0) - sen O sen(k0) cos8sen(k 0) + sen O cos(k0) 


-sen 0 cos(k 0) - cos 0 sen(k 0) sen 8 sen(k 0) + cos 8 cos(k 0) 


cos((k + 1)0) sen((k + 1)0) 
-sen((k + 1)0) cos((k + 1)0) 


Sejam (A +BJC = [dijlmxp: AC=[ejlmxp é BC=[fjlmxp 
Temos 


n n 
dij = k? (ajk + bikdckj = b) (aikckj + Dikckj) = 
=1 =1 


E : aikekj + ) kikckj = ey + fi 
k k 


=1 = 


donde [dijlm x p = leijlm x p + film x p 
ou seja, (A + BJC = AC + BC 


Sejam AB = [cij] e BA= [di]. Temos 


uam = ci = É (> E) > (> teen) l 
K=1 af) bem) - E dkk = tr(BA) 


Teorema. 1: (AjA))! = AL - AL 
Sejam A = lajjlmxn e Az = [bijlnxp: Sejam também 
AjÃa sa lcijlm xp» (A AD)! = [aijlp x m» AÍ es Len xm» 


2.48) 


2.49) 


2.50) 


2.52) 


2.53) 


2.57) a) 3 1 b) secô -tgô 
-2 1 -tg0  secô 


ad=[fijlpxn e AZai= [gjlpxm 


Cji = > ajkbki = z ekjfik = Bij 
=1 


=1 


Assim, (AJA)! = ASAS 
T 2: 
Hipótese 
À t t At E At 
(Are “As... Ap) = App * As * A 1 


Tese 

(ArAzÃa +... Aponl = Abe Ape ADC AS CAÍ 
Seja QuAaAs ec Ag B. Temos , 
(As "Az Age... Apa)! = q MM, = Ms -B E 
Aee (AjAgAs + *Ay) = 


t t t 
= Aba Ak* ata Cc... * Ago Ago AI 


AM = A!.Aq (por definição) 


Teorema 1: 

Teorema 2: 

Hipótese ak+q = ak. Aq 

Tese atk+i)+a = qk+i. Aq 


alk+i)+q = alek+g) 2 Al. Ak+ad = AL.(AK. Aq) = 
(AL. AKy. Ad =Ak+. Aq 


A? + AB -BA-B2= 


(A - BJ(A + B) 
A? + AB-AB-B2=A?-B? 


a) Se B=A! então B=(AD=ATA'=B 
b) Se B=A? então B = (43! = (A = bt B 
c) Se C=AB então ct = (AB)! = (BA)! AB =AB=C 


(at. Bt +30)! = (ABS! + Got= (BH. (A! + 3ct= 
= BA - 3c 


bA-B=B-A=O 

c) SeM;=aycA+b/-BeM,=a*A+b,*B 

então My *M; = (ac A+tb,-B)-(azA + b;-B)= 
= ajcAc(azqceA+tboeB)+b;-B-(aze A+ba *B) = 
= ajaz* AZ +aboeAcB+tagb/ e B-A+b;b;eB2 = 
= ajazq*A +aboe0+azb/e0 + b;b;eB=aA + bB 


onde a = asa e b=bybz 


c) Não existe 


2.59) 


2.60) 


2.61) 


2.63) 


2.64) 


2.65) 


2.66) 


2.78) 


2.19) 


2.80) 


2.81) 


2.82) 


4 3 
aa E 
ol | Za 
1a 
as fo 176 b) E E o Não existe 
ie 
100 
001 e 
Soa 
5 1 
Ad 
Hl= 
a E 
2 
, 


XA=B > (XAAl=-BA! > X(AA) = BA! > 
=> Xl= BAI => x = BAT! 


a) X= AlcB 
b) X= AMC - B) 


o) X= AB 
d) X=B!-A 
e) X= AlB 
Seja B= A 


Bt=(A-Mt=(Al-1=AI=B 


Q-IBQ = Q-!(QAQ-!Q = (Q-1Q)A(Q-IQ) = 
= IAI = A 


X= A 


pl+QqQl=1 =>Ppi+ QDQ = PIQ > 
> PP-IQ + PQIQ = PQ >Q + P = PQ 


19) Se AO, então sendo B = +|ó E | tem-se 
Ijd -b a b 1 | ad - be 0 
BA = 4]. E [: -4l 0 te |= 
«AJá 06] [1014 
NA josdydÃo 1/7? 


donde A é invertível e AL =B 


2.83) 


2.84) 


2.85) 


À Se A é invertível então existe a matriz 


F q XY 
| dido 8 4 


tal que AA! = 1, ou seja, 


ETR 


ax t+bz ay +bw]  |1 0 
ex+dz cy+dw) 101 
ax +bz=1 (1) x +dz=0 (03) 


ay + bw = 0 (2) cy + dw=1(4) 


Façamos (1) + (4) - (2) * (3). Resulta 

(ax + bz)(cy + dw) - (ay + bw)(cx + dz) = 1 
donde adxw + bcyz - adyz - bexw = 1 

ou ainda (ad - be)(xw -yz) = 1 

donde A=ad - be É O. 


Sejam X= Al+B-l e Y=A(A+B)1B. Temos 
xy = (Al + B-I)(A(A + B) IB) = 
(ATIA + B-IAJ(A + BJ IB = 
(1 + B-A)(B-IÇA + BJ)! = 
(1 + B/A)(B-IA + BIB) = 
d+BIA( + BIAL =I 


Assim, x! = y, ou seja, 
(Al + Brly-I = A(A + BJ IB 


Note em 1º lugar que I-K e J+K comutam, Então 


Bt=(a+rmda-DM=(a-mteda+rgt=a-gyid+k!= 
=4-kK9id+k9=(d+KI -K) 
e assim 


BBB=-A+MIA-VDArLNDA-NI= A+ + NA -KA-K) = 
=[e1I=1 


Logo, Bl = Bt e B é ortogonal. 


a) A2+A-2=fa c)? fa c) [1 0]. 
b d b» é) “JO LI 


Jar2+bc+a-2 actcd+c K 
“|ab+bd +b be+d2+d-2]. 


-ja2+ (ad + 2) +ta-2 c(atd)+c ba 
“Iba+rd)+b (ad +27 +d2+d-2]. 


ljaãa+d)+a ca+d)+c |. 
“Iba+rd)+b da+rd)+d |. 


|j-ata-c+c “100 mit 
“|-b+b -d+d] 10 0] - 


f 


Assim, AZ =-A+2I. Daf vem A2+A=2I donde MSA+ÍD -B, logo 
Ads TA+SL Portanto, ALE", com B=5. ' 
» 
b) Sejam X=0,A + B;l e Y=02A+21 elementos de |. Temos 
XY = (4,4 + BiD(a2A + Bal = 
= 010,42 + (QB, + QaBiA + BiBal = 


= QQ2(-A + 21) + (Q1B> + QaBiA + BiBal = 
= (Q1B> + 22b, - Qsao)A + (Biba + 20109) = 


= GA + BI € 71 
Capítulo 3 
3.4) a) 18 b1 c) sen(a + B) d) secZa = tea + 1 
Ls 41.3 
3.5) 98=1-5:5) DS) 
o) S=(xERIx .s kEZ)) 
)s=(xERIx=S*T+kTKED) 
3.6) 0=k7, KEZ 
3.7) a) 16 b) 6 o) 17 d) 12 e) -32 
3.8) a) b) 0 c) ajagas 
3.9) a) 12 b) 3 o) 4 
3.11) a) S = (-3) b) S=(-10;2) 
3.12) a) S=(x€ER|-1<x<7) 
b) S=[xER|-6<x<-4) 
3.13) a) 34 b) 256 o) 2 
3.14) a) abcde b)1 
3.15) a) 16 b) 16 c) O 
3.16) à) 2 b) -2 co) 32 d) 59 


3.17) a) Md -a) b) af - as 


3.18) a) -25 b) 16 


£ 


3.19) Aplica-se o Teorema de Laplace: 


ata" Xg*7a 


an ap X1 
Oie BoA suba UE É 
So dba a ap x2 
0 0 0 [6 ja] 


3.22) Se A = [aj], B = [bj] e AB = [cij], com aj=0 ebj=0 para i <j, então para i < j 


3.23) (-1)N+ 


tem-se também ci; = 


k=1 


e para j<k &«n tem-se aj = 0. 


3.24) detA = (-A, + a1Am 


-+ 0 0 o 0 
as -t 0 0 0 
Ay = 0 aq -t 0 0 = (-pN-1 
o O 0 -+ 0 
0 0 0 an -t 
a -t O O 0 
0 as -t 0 0 
E ua DR ea o 
oO 0 O mw -t 
o mw O 8 an 
Assim, 
detA = (-)(-)N-I + asazazag é... can = 
detA = (-t)(-P-l + (-I)P* casazaz e... can 
=(0P+ (It aaaze... can = 
= (Pq - ajazaz *...* an) 
Capítulo 4 
4.6) -4 
4.7) -3 


aik * bkj = 0, pois para 1 <k <j tem-se by; = O 


= (IP .azazaç é... can 
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4.8) Multiplicando a 12 coluna por aza3, a 22 por ajaz e a 32 por asas, obtemos 4.20) 2) 


a à a3 1 1 ajaças ajaças ajaças 4.21) S = (0) 
by bz ba aj e * a aza3by ajasbz açazba 
Cj C2 €c3 e ns 102 | aza3cy arasco arazca 422) a) |ja-b 1 a a Ea b a a b 
1 1 1 b-c 1 bl|= bt £ 5% - e o. = | a 
l | c-a 1 c er dee a : Jê e «sh & 


aza3b; ajasbz ajazba 
azãa3C; ajaaco açazea 


* ajaga: 
azas ajas ajaz ia 


b) Multiplicando a 12 linha por a, a 22 por b,a 32 por ce a 42 por d, obtemos 


PA : 2 q3+bcd 
4.9) Multiplicando a 12 linha por «, a 22 por Be a 32 por Y, obtemos la a a a 
é r pe 8 po 1bb btacd | 1 [bb b? bi+abed |. 
1 cc? c3+abd | abed|c cc ct+abcd |. 
1 6 BY a a? aBY 1 aa 1 1 d d2 dtatc d d2 d? dº+abcd 
PB Ya l=|B 62 aby “apr é Bb B2 1|- 
Y ab 7 72 apr q va 1 a a q3 à! a a? a? abcd 
16 Já2 = b b2 b3 b? e 1 b b2 b3 abcd . 
-li B 2 abcd | c cd Cc cf abecd | c c2 c3 abcd | 
YA da a d dd? d? abed 
4.10) Multiplicando a 22 linha por bc, a 32 por ac e a 42 por ab, obtemos : er e : pe e l 
5 1 
ha bo 6 O a b c “linda led dr 
4 0 c bl 1 abc O be? b2c] 1 d d d dd d 1 
bc O a| aZb2c? |abc ac O ac] a a 
c bao abc ab? a2b q la a” a Ira a; a 
qubits] |tibdb dl, 
e É 1 ee 
0. 1 1 | 1 dd? d 1 d d? d3 
“MbJcacbec | 1/Q ct 
E aZb2c2 1 cd 0 a 
1 b2 a? q 4.23) a; pd pg a dg 
J=1 J=1 
4.11) detA = 0 $ p p 
det( : Aj) = det 3 b; pe ph | =p? det >: b; é Hills 
4.12) zero o j=1 ja 
y 
4.13) S = R c pf pi my f.+ 
J=1 J=1 
4AM x À 2x+43 X -J*2% x E 3 
y 3 2y+9 = do dy iary 3 G]=0 e a dE 3 
15 dusdi 25 2 2 515 - 2 de Ee ER 2, (REA 
E: G fi j=1 
418) ja -1 a bc et q o E 
2el+]|24 6]+['3 6 17= 4.25) qet(A + B)=det | “1! * Om dia tda), 
ee-3 f def fed au +ba am + ba 
a br qe a bc a be a be am à2 |, ) am br |,) bu az) ,)bm dal. 
dr o -aspal xa Gl=alt e Fla dm l=o ax am an ba by ax by ba 
d e JÊ de £f e f d é É ; 
= det A + detB + | “ biz + bn am | donde, a tese. 
4.19) -6 ay ba ba am 


4.37) a) (1) cadb cadb b|ji aa dé O 0 
1 bb] = 1 b-a b(b-a) = 
(1) acdb| jacd bd], à ala À a. TORO = 
(1) a o b-d a b d (ca) 
cabad 0000 (a) 
bla bc d+te abcb+rctd+e . b=a bb-9) | nan. E. l = 
acde+rb] |acdbtcrd+rel. E do c(c - a) a ado o | 
à de b+cl" jade tb+tc+d+reT” =(b-a)(c-a)(c-b) 
2a.€ b ctd ace bb+c+d+e 
1 442) |1 0 a a? a? - c2 
o sela E 01 bb b-d b2-d? | 
1 e dit E 
dá E 10ca c2 
adido ide RE O da 01d & a 
t re bd 
4.38) (32 coluna) = (-1) - (12 coluna) + (-1) * (22 coluna) 
=(a-c)(b-d) 
4.39) a) Como cosx=1 -2sen?-2 sen 5, resulta que (22 linha) = (12 linha) - 2(32 linha) 
b) (32 linha) = (12 linha) + (22 linha) 
À pre à SEO 
4.40) Ja+b+2c a b 2+2D+2% “a b = (ac) 4d = 6) 1 bd | -G-9W-D | pad 
c b+c+2a b =| 2b+2c+2a b+c+2a b = 
c a cta+2b 2c+22+2b a cta+2b = a = ap ao Pd ca 
4.43) Multipliquemos a 12 linha por a, a 22 por bea 32 por c. O determinante fica 
a(b2 + c2) a2b aZc b2 + c2 a? a2 
a 9 b 61) = b2a b(c2 + a2) b2c = b2 c2 +a2 b2 1) = 
=Ma+b+c) |1 b+c+2a b Di = abc ca c2b c(a? + b2) c2 c2 a2+b? (1) 
1 a tcra+ 2 
1 0 b 0 -2c2 -2b2 0 c2 b2 
=2%a+b+0) |0 di a = Aa +b+o? queer o p= asa á 
0 at+b+c c2 c2 a? + b? c2 c2 a2+b 
0 cb? 
441) a) 2 a? 1 0 =-2 |b2 a2 O | =-2a2b2c? - a2b2c?) = 4a2b2c? 
1 b2 db? 1 v id ca b2(b - a) 2 o a 
1 2 q o! c2 c2c-a) c2-a2 c2c-a) 


4.44) Zero (a 32 coluna é combinação linear das duas primeiras) 


b2 - a2 | Or b+a b2 
E a c2(c - a) O -a(e-a) c+a c2 [SD E 4.45) Zero 
=O-a(c-a) [De Ca] - 4.47) sen 20º + sen 40º + sen 80º 
— cê-b ; 
4.48) S= (1; -1 
«6-ate-ate-mp | 
449) S=(xER|x<0 ou 1<x<2 ou x>7) 
=(b-a)(c-a)(c-b) [Cb + a)(c+b)-b2] = 
= (b-a)(c - a)(c - b)(ab + ac + be) 4.50) S = (0; -10) 
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4.51) s=(xERIx=-T +, KE2) 


4.55) 
] 
4.52) Multiplicando-se a 12 linha por a, a 22 por b,a 32 por ce a 42 por d,o determinante fica 
a(a2 + 1) a2b a?c a?d 
1 bla  bb2+1) bic b2d E 
abcd c?a c2b cc? +1) c2d Yy 4.56) 
da db de  d(d2+1) p 
a2+1 a? a? a2 
q b2 d+] d2 2 ; 
> c2 c2 c+1 ct = 


, x > ! 4.57) Mesmo raciocínio do exercício 4.36. 
b2 b2+1 bz bz 
=(a2+b2+c2+d2 = 
(a2 +b2+c2+d2+1) c2 c2 241 c Kits Sie 
d2 d2 d2 d2+1 
1 
2 
pas ais b=a" 2=a2 
1000 NEN a To ps = 
b2 100 | c-a c2-a C-a) 
=(a2+b2+c2+d2+1) Dr =a2+b2+c2+d2+1 Lic É 
2 0 01 Lib+a 
=(b-a)(c-a) sei = 
4.53) É. É - a = (b-a)(c-a) | (cra)-(b+a)] = 
-b-l 0 1 o = = (b-a)(c-a)(c-b) = 
-c 1. 1/0 


=(a-b)(b-c)(c-a) 


CE 4.649) a) [a a a a Pad A ad 
=-(1+b+c) |-b 1 0] =(+b+o(ca-b-oJ=(a+b+o? 4d db Db o. ab b b , 
-c 1-1 a bro O a E, & o 
4.54) |b+c c+ta a+b 2a + 2b + 2c cta atb a bc d ajb c d 
bitc) cita at b; = 2a,+2b/+2c; ci ta, ay tb; = 
bz + c3 Ctaz a+b, 2a2 + 2b, + 2c> Cotas az+tba b-a b-a b-a 85.) FE oq, 
=a| b-a c-a c-a =a(b-a)) b-a | c-a c-a |= 
I 
b-a c-a d-a b-a! c-a d-a 
atb+c cta a+b c era a+b 
=2 astb/tc; cita; ay+b; =2 cy Cita; ay tb; = 
aztbz+cz crtaz azt+b; c cotaz aztb; - c-b 
= a(b-a) 
- d-b 
ê a a+b c a b a b c d) l = 
=2 1] ay aytb; =2 ci a b; =2|a bc = a(b-a)(c- cab d=d 
c2 a agtb; c2 a b; aq by c 
En = a(b-a)(c-b)(d-c) 
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4.69) 48 

4.70) 12 

4.71) (b-a)(c-a)(c-b) 

4.72) Como V(x1, x2, X3, ..., Xn) = My (x - x;) então, se V = 0, um dos fatores 

1Sj<jSn 

x; - Xj = 0, logo, existem dois elementos x; e x; iguais. Inversamente, se dois elementos 
xa e xB são iguais, a diferença correspondente xg - x = O anula o produto, logo 
Va=0. 

4.73) S=(-2,5,-4) 


4.14) S=(1,-1,2) 


Capítulo 5 

5.7) a) não b) sim 

5.8) detA = 1 

5.9) det(A!B!) = det(A!) « det(B!) = detA + detB 


det(ABº) = det A + dct(B!) = detA » detB 
det(A!B)= det(A!) «det B = det A » det B 


5.10) a) -5 4 -3 b)| 8 -1 -3 c) não existe 
IO -7 6 ES dB 6 cê 
8 -6 5 10 -1 -4 


saiba fia o O pus gll oo 
2 2 2 a 
; ET e ra 1 
mB À E ad E 
é SD l 
2 773 e: 
ar 1 1 
5.12) a) bo oa? já bl|lz 0 0 + 
2 
O LM q? 1 1 
GD a 0 7 0 -5 
0001 
o o LL 
273 
E ME AR, di 
e Ri 
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5.13) t1 
5.14) a) sim 


b) (AB)* = (det(AB)) (AB)-1 = (det A) (detB)B-1A-1 = 
= ((det B) B-1) » ((det A) A-1) = B*A* 


Capítulo 6 


6.1) A equação (a) 


6.2) a) sim b) não o) k=7 
6.3) sim 
6.4) a) sim b) não 
69) d)m=2,n=15,p=16 
b k=1 
6.6) 1 A 1 7 ME 
tai Tê «Dae is 43-24 
af a Ds os (A 
1 4 6 9 1 4:6 


x 
" 
EEE 
Es 
fe) 
" 
1 
Sun 


6.7) a)|4 -4 x 148 b).-3::; O sd x1 18 
7) 1 Y AA 0 7 4 x2 = 0 
16 


3 -7 131]1x3 
J|j1 10 x1 5 
Di TLUA de x2 e k À 
LO 4[1x| * 
à as q 12 


6.8) | 3x) —- 4x2 +2x3=1 
-x1 + 3x2 + 5x3 =0 
x1t3x2 + 7x3 =1 

6.9) a) (2;4) b) (1;3) c) (4; 1) 


610) à) (-1;1;9) db) (4: 1:53) 94) DU;3-) 


6.11) a) (2;3;1;3)b) (1; -1; -1; 1) 
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612) a + EVIL Ee, (0; 0; 0) 


7+3m 3-7m 
sa (ER: E) 


2+8m 1tám mê) 
1l+3m” 2+6m 


614) m£-S; ( 


61) ) S=G b) (1:4:4) 


6.18) MI =| 3 -2 |; CG15S; -11) 
21 
E) 1 13. 33 
1 - p.. 2 cars 2 — * — 
6.19) MI = |5 0 1] (212:%2) 
É SN É 
7 4 ;4 
a 
"7 a 
Capítulo 7 


71.7) a=1,b=2,c=3 
7.3) Podemos demonstrar a (t e 3) utilizando as duas primeiras equações do sistema, pois 
pela (t e 1) não se perde a generalidade. Sejam então o sistema 


anxX; tax +... + amkn = b; 
az x tax +... + aznXn = bz 


(8) e... one... .... 
amiX1 + am2X2 +... + amnXn=bm 
e o sistema 
anxitapxo +... tamXn =D 
(Sp (kay + a24)x1 + (Kaya + a2o)x2 +... + (Kas + azn)Xn = kby + bz 


amiX1 + am2x2 + -.- + amnXn = bm 
obtido de (S) somando-se a 22 equação com a 12, sendo esta previamente multiplicada 


por k. 
(S) e (S1) somente diferem pela 22 equação. 
12 parte) Se (04, Gp, ..., Gn) é uma solução de (S), então substituindo estes valores 


na 22 equação de (S,) obtemos 
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(1º membro) = (kay + az1)0y + (kasz + ag))0p +... + (kasn + azn)&n = 
=k(anG + an +... + amkn) + (anQ + ag0y +... + amkn) = 
= kby + by = (2º membro) 

Logo, toda solução de (S) é solução de (S4) 

2º parte) Se (04, Qp, ..., Gn) é uma solução de (S1), então é claro que 

(Kay + a21)04 + (kara + azo)0p +... + (ka + azn)An = kby + bz 


donde 
k(ag O + ajç0o +... + an) + (az104 + az00 +... + anã) = kb; + bz 
CE ss 


b; 
kb; + (a21Q4 + a +... + amam) = kb; + bz 
e assim az;0 + ag0G +... + amAn = bz 
Logo, toda solução de (S,) é solução de (S) 
Portanto, (S) — (S1) 


74) 8) (153:1) b (1+204;1-a;a) c) (a; -2a; -8a) 


7.5) a) (6; 12,-4:2) b) (4-20;4-30;1+0;0) 
co) (0;20+38+1; 2+B; B) 


= = = 
1.6) a) (stcabr ob, a b A) b) (4-1; a; 2) 
7.25) = b) inconsistent 
É a Rico inconsistente 
1 2 a ; 
7.26) a) (+; 0; -5) b) inconsistente 


o (-1-704; 2+20; q) 
7.27) a) (1; 1) b) (2; 1; -1) 


7.28) a) (6-20- 5f; a; B; 28-1) 
b) inconsistente | 


7.29) a) (0; 0; 0) b) (0; 0; 0) 


7.30) a) Se m = -1: inconsistente 


, á ' 2m +30 1 
Sem  -1 : determinado, S = ((E 1" WA )) 


b) Sem É 6: inconsistente 
Sem = 6 : indeterminado, S = ((3-20; 0), «ER) 
7.31) a) Se k = 1 : inconsistente 
Se k &1 : determinado, S (EA q tr) 


k-1"ºk-1" 
b) Se m É-1 : inconsistente 
Se m=-1 : determinado, S = ta; 2)+ 
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7.32) a) Se k = -2 : inconsistente 
Sek = 1 : indeterminado, S = ((a; 6; 1-a-f), a, PER) 
Sek =1 ek -2: determinado, S = ( 
b) Se k = 4 : inconsistente 
Se k £4 : indeterminado, 


k - 6 


1 
s (té - (k + 4)a; E=Ã + 20; a), aerb 


7.33) a) Se k = 3 : indeterminado, 


Ss =((5 - 100; 74-3; 0), «ER) 
Se k 3 : determinado, S = ((6 + 3k;-4- 2k; -1)) 


b) Se k 
Se k 


-S : inconsistente 
2 : indeterminado, 


E+7 KsZ) FAT 


s (a - 548,0) a€R) 


Sek £-5 e k É2 : determinado, 


ga ((iA, AA 
. K+S 'k+5'EKES 


7.34) a) Se k É 1 : inconsistente 
Se k = 1 : indeterminado, S = ((0: «; 0), «E RJ 
b) Sek = 6 ouk = £WV3 : indeterminado 
Sek £6 e k £+tN3 : determinado 
7.35) a = 1 


7.36) Basta mostrar que detA = 2abc É O 


7.37) a) a = -4 e b=-7: indeterminado 
a=-4 e bF-7 : inconsistente 
a É -4 : determinado 
bba=-1 e b=ê8: indeterminado 
a=-1 e bB: inconsistente 
a É-1 : determinado 
7.38) ab = 1 : indeterminado p/ a =1 e inconsistente p/ a £1 
ab É 1 : determinado 


7.39) m = -2 : inconsistente 
m = 1: indeterminado 
m-2 em &1 : determinado 


7.40) (b-d)(c-d), (d-a)(c-d) (d-a)(d -b) 
) (b-a)(c-a) " (b-a)(c-b)" (c-a)(c-b) 
7.41) a) a = b = O : indeterminado 

a=b=ã1: indeterminado 

a=b&f0el:inconsistente 

a &b : determinado 
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b) a = 3 : determinado 
a £3 : inconsistente 

co) m=tlep=l1: indeterminado 
m=tlepl: inconsistente 
m É +1 : determinado 


7.42) Se sen2a = O : indeterminado 
Se sen 2a £ 0 : inconsistente 


7.43) k = O : indeterminado 
k £0 : inconsistente 


71.44) à) k = 6 b) 


17-40. 0.3 
16 ; 655) 


745) a=-74 e b=-76 


7.46) não existem a e b 


Capítulo 8 
84) a) 2 b) 3 
8.5) a) 2 b) 2 
86) a) 2 b) 3 
8.7) a) 2 b) 3 
8.8) a=-1 : p(A)=1 
af-lo o: pA)=3 
8.9) k=3:p(A)=1 
k&3:p(A)=2 
8.10) p(A) = 3, Yk 
811) m=10 e n=5: P(A =2 
m 10 ou n£s : (A) =3 
8.12) 1 
8.17) a) determinado b) indeterminado 
8.18) a) inconsistente b) indeterminado 
8.19) a) indeterminado b) inconsistente 


c) determinado 
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8.20) a) a = 3 : indeterminado b) a = *2 : inconsistente 9.25) 


a |3 : determinado a £t2 : determinado O eco PELE 
8.21) m = 1 : inconsistente l E 4 |; 4] 
m = -2 : indeterminado de liia di H| 
m iem &-2: determinado o— , (5; 0) 
Rosa 
5 4 5165; 9| 
ítulo 9 7 np (3 Dj elementos 
Capítulo 0 — !(6;0)| de E x F 
9.9) a) 67 b) 57 o) 80 6 <= 4 166; 9] 
7 — | (6; D| 
9.10) a) b-a co) b-a+l 0 — | (7; 0) | 
b)b-a d) b-a-l g 1==— 4 —S 1; 9! 
1—>+ 1; D! 
9.11) a) 118 b) 278 LE 
9.12) 34 po 
9.26) 5 ——> | 2451 
9.13) a) 52 b) 142 43 — | 248 | 
9.14) a) 250 b) 166 o) 45 4 5 — 1258 | 
a ee d e 
9.15) Cr$ 20,00 (máximo) e Cr$ 5,00 (mínimo) bo) = 
5 -— 425 
9.16) em três jogadas 2.3 — 1428 | 
2 —> 1 482 | 
9.17) VVP; VPV; PVV 4 Ss — assi 
2 —> | 482 
9.18) a) 6 b) 7 851485 | 24 
4—> , 524 | números 
9.19) n - 2 2 sai 
2 —> | 542 
920) n+1 4 43 +] 548 | 
2—> | 5821 
9.24) € = cara K = coroa 84-58! 
-—— 4 -=>1824 1 
c— Ta; 1 2 ms TU 
ig e ] l ] I 
K —> 0; 01 e + Da 
gl € —» [GE 01 5 —> 845 | 
E == 10:98)! 2— , 852 
Aga ST, oi gd! 
Em € — j6: ni 
k > 6; K)! 12 resultados 
il 
4 E Tera 9.27) Há 8 modos do jogo se desenvolver e as possíveis quantias são Cr$ 8,00, Cr$ 15,00, 
| aid Cr$ 22,00 ou Cr$ 29,00. 
Ce — 16; Ol 
ep k —> [65; k)| 9.28) a) 13 b) aprovada em 4 e rejeitada em 9 
Lie. I c) 6 peças d) 90 segundos 
C—» (6: O1 
O o O W! 
Lo —J 9.29) 11 
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940) 3:6-2=36 
941) 8:3+.3=72 
942) 6:4=24 
943) a) 6: 6=36 bD) 4:4.4=64 

944) 5Se5+5=125 

945) 6+5+4=120de3algarismose6+5+4+3+2+1=720 de 6 algarismos 
946) a) 4:2=8 bD)4:2:1:3=24 


9.47) a) 11: 11=121 
co) 11+10=110 


b) 10 + 10 = 100 
d) 10 -9=90 


9.48) a) 7 + 109 = 7 000 000 
b)7-103-9.8+7=3528000 
c) 7+102.9- 103 =6 300000 
d) 7-102-9-9-8+-7=3175200 


9.49) a) 9000 bD9-9-8-7=4536 


9.50) 8: 8+7:5=2240 


9.51) a) 23 * 22 + 104 = 5 060 000 
b) 2322: 10-9-8+-7=2666 160 
c) 232 + 104 = 5 290 000 


9.52) (262 « 102 - 262) - 2 = 133 848 
(o oo 
total sem placas 


a restrição com dois 
zeros 


9.53) 232 + 102 - 102 -232+1 =52272 


O o ds 

total sem placas placas 

as restrições com com 
dois dois 
“O” zeros 


(note que o número 1 teve que ser somado pois, ao retirarmos as placas com dois 


“O” e as placas com dois zeros, a placa | OO - 00 | foi retirada duas vezes.) 
/ 
9.54) 104 - 10 - 102+1 =9891 
9.55) 28 = 32 
9.56) 313 = 1 594 323 
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9.57) 38 - 1 = 242 

9.58) 7:6:5:4:3:2+1=5040 
9.59) 6 * 53 = 750 

9.60) (5 + 42.32.2)+2=2880 
9.61) 5: 7+3=105 

9.62) 5*3:1=15 

9.63) (my + 1) (no + 1) (ng + 1) 


9.64) (n-2p + D(m-2q+1) 


Capítulo 10 


10.11) a) (x€ZIx21) 
b) (xezIx>-5) 
o) (xeZz|x>-2) 


ad) (-1;0;1) 
10.12) à) S= [-1) 
o) S=[-2;3) 
e) s =Ó 
10.13) a) 5! 9! 2! 
8! «10! 21! 
10.14) a) 31 b) AN c) 17 
(n+ 1)! k! 
D m-3 9 k-9 
10.15) a) 10! b) 13! o) 9! 


9 (n-D g (n-p)! h) (m 


10.16) a) 56 b) 1320 c) 
10.17) a) n2 -n b) n2+5n+6 
d)k-1 e) TT 
10.18) a) n2 -9 b1 
d) n-1 


d) s=(5) 


3 
9s=(-5:05;2) 


d) (n + 2)! e) k-3)! 


100! n! 
Dão Ini 


d) (n+ 1)! eo (k+3)! 


-p+1)! 


165 d) 1330 
c) k3 + 3k2 + 2k 
9 n-p 


e) nerd 
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10.19) a S=(2) bd) S=17) o) S= (5) 


10.20) Multiplicando os elementos da 12 coluna por (-1) e somando-os em todas as outras 


colunas, temos: 
E 3 4 2,206 I=9 0 0 0 0 
NES IA a b.2=0 0 0 0 
palddhoS HA LM A REQ. 
UM EEE O: 
Edu: À Ro Budd 123 4550 
O SH Ss 67 1 ASA Rs 


«pn totojoloto 


Como todos os elementos situados acima da diagonal principal são iguais a zero, 
temos 


D=1:203.40506=6] 
10.21) D é um determinante de Vandermonde cujos elementos de base são 1, 2, 3, 4,..., 10 
Então:. 


D=(2-D(3-1)(4-1)...(10-1)-(3-2)(4-2)...(10-2) -(4-3)(5-3)... 
«(10-3)... (10-9) 


Dimil=2 3% s EQ s DO GU a BS 5 DRAG A DE E Goo De) 


Como Ls Dedo -9=9! 
1,10 be Biro “BS = 8! 
E RO e PR e 1] 
Repeat r 
1=1! 
Temos 


9 
D=97 817 ...2 1 = 7 (a) 
n=1 


10.22) 


12 parte 
E 
=nºen!=nen!t+n!-n!= 
=nt(n+1)-nt=(n+1)!-n! = [2º membro | 


1 —— 
(n+ 1)! 


Outro modo 
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22 parte 
A identidade provada acima nos mostra que toda parcela da forma n + n! pode ser 
escrita como a diferença (n + 1)! - n!. Então, para cada parcela da soma S, temos: 


1º-11=2!-1! (usamos n = 1) 
2:21=3!1-2! (usamos n = 2) 
OD4 3-31=41-3! (usamos n = 3) 


kek!=(k+1)!-k! (usamos n =k) 


Pe é RE REIS (eo! 
EEE 
s 


Logo, S=(k+1)!-1 


10.23) 12 parte 


=(n4 Dn! +1ent=(n+ 1)! +n! = [29 membro ] 
SEA 


(n + 1)! 
Outro modo 


[2º membro | =(n+ D!+nt=(n+Denttn!= 


22 parte 

A identidade verificada acima nos mostra que qualquer parcela da forma (n + 2)n! 
pode ser escrita como sendo a soma (n + 1)! + n!. Aplicando, então, a cada parcela 
de S (observando que nas parcelas em que n é par devemos trocar o sinal), temos: 


30 1= 243! (usamos n = 1) 
-4.21=-31-2! (usamos n = 2) 
O) Se3= 41+3! (usamos n = 3) 
-6.41=-S|-4! (usamos n = 4) 


(k + 2k!=(k+4)!+k! (usamos n =k) 
———— (k é ímpar) 
s =(k+1)!+1! 


Logo, S=(k+1)!+1 


10.24) a) temos que f(0) = 1. Então, fazendo, em f(n) =n + f(n - 1), 


n=1: (D=1-H0)=1-1=1 
n=2: 29)=2-f(1)=2º1=2 
n=3: 3)=3-f(2)=3.2=6 
n=4: H4)=4-f(3)=4-6=24 
n=5: f5)=5-f(4)=5+24=120 


b) a exemplo do que fizemos acima, a definição nos permite escrever as seguintes n 


igualdades 


f(1) = 1 + f(0) 
f(2) = 2 + f(1) 
f(3) = 3 + f(2) 
f(4) = 4 « f(3) & 


f(n)=n e f(n-1) 


Como não há fator algum nulo, multiplicamos essas n igualdades membro a membro, 
notando que o primeiro membro de uma igualdade é cancelado com um dos fatores 
do segundo membro da igualdade seguinte. Esse cancelamento não ocorre, evidente- 


mente, com f(0) e f(n). Resulta, então: 
HKn)=1-H0)-2:3-40...en 


Como f(0) = 1, vem 
fim)=1 2.304. *n 


10.25) a) Como f(n) =n - f(n - 1), temos: 


=(0+9-fa+D)-fa+D=fa+D[a+2-1]= 


= [441] fa + 1) =[29 membro |= (a + (a + 1) + fa) = 


b) Como a >1, aplicamos, também, f(n) =n + f(n — 1): 


[19 membro | = 2a) - (a - 1) + fa-1)= 


=2a-fla-1)-(a-Defla-1)= 

=fla-1)-[2a-(a-1]=[a+1]-fta-1)= 

=acfla-D+1-fa-D=fa)+fla-1)= 
“a ——— 


f(a) 


=| 2º membro 


Capítulo 11 
11.1) Cry 

11.) Cos 

11.3) Ajo3 

11.4) Cs2,3; Ci3,3 


11.5) Ag, 


11.6) Aw2 
11.7) As 
11.8) Ag 
11.9) Cas 


11.10) Coo,s 


Capítulo 12 


12.4) a) 5040 b) 120 c) 720 
e) n2+3n+2 tg 1 g) 7 


12.5) à) nZ3 
b) nE(0;1;2;3) 
co) nZ22 
d) nZ-5 
e) nz-5 
9 n=3 


12.6) a) S=(9) b) S= (12) 
12.7) a) S= (16) )Ss=D 


12.8) a) n=3; p=1;2;3 
= 3 


;54;5 
=2;3;4;5;6 


e) 
E 
[-] 
" 
+ 
o 
e Rd 


12.9) 


d) n3-3n2+2n 
h) 15 


o) S= (11) 


(n + 1)! 


=p) 
[1º membro]= + opa * ampr 


n-p+D 


12.12) a) 252 b) 165 ec) 190 
eg) 1 91 g) 17 


12.13) à) S= (3) b)S=(10) 


12.14) Cn,p = Cn, p+1 pode ser escrita 


n! Ç n! 
pln-p! (p+Dn-p-D! 


(n + Dn! (n+ 1)! e (n+ 1)! =" (n+ 1)! Ê 
“(n-p+D o (n-p+D(n-pD! (n-p+D! (n-p+D! 


= Ans1,p * Ans1,p = 2An+,p = 


d) 495 
h1 


, E AND Same SNEAL, A ATUANDO, 13.34) à) Co2 = 15 b) Cs = 20 
edaítemos ya-p-Dl" pripia-p-D a 


donde n-p=p+1, istoén=2p+1 13.35) a) Cio,2 = 45 b) Cio, - 10 = 35 
Como p é natural, conclui-se que 2p é pare n=2p + 1 é ímpar 


13.36) Dn = Cn2 -a- Ega, 
o E) (n + 1)! 7 n! a voe lados 
12.15) [19 membro | =2 jp pap é z 
Mat Dal n! tinto 
E SRA (n-p!  pln-pl o 
p la DE. Mm 13.37) 1º modo: C43-C43- C3,3=30 
A pas 2n+2 = 1] =C ada mid li 1 HR y 2º modo: 4+ "C32+3+ *Ca2 = 30 
e pin -p! n- n-p+i »P n-p+l1 
E n+p+l). 13.38) C9,3 - Ca,3 - C3,3 - Ca,3 = 81 
- Cp Bs ]=[2º membro] 
13.39) Ci2,3 - C3,3 - C4,3 - C5,3 = 205 
13.40) C42 * C64 = 90 
Capítulo 13 ri 
13.41) Cos * C6,3 = 300 
13.20) a) 20 b) Coo,2 = 190 o) Cnz=55 d) Co3 = 84 
13.42) As2* Agp = 240 
13.21) Ayo,4 = 5040 ad 
13.22) 10 - C9,3 = 840 j 13.43) Cn, * Co, 4 = 13860 
13.23) 4 + A72 = 168 13.44) Cio,3 * C93* Cs2 =25 200 
13.24) 5 » Cg,3 = 280 13.45) Ag * A6,3 * As,3 = 172800 
13.25) 5 * Ag,2 = 360 25! 


13.46) Cas,s * Coo,s * Cis,s * Cro,s = Tons 
13.26) 15 * C6,3 = 300 
13.47) Cn,p * Cn-p,p* Cn-zp, p Cn (0-2): p,P 
13.27) Cs 3 = 10 v 


13.28) C35 - Cs 3=11 (DE 


13.48) 1º modo: Cio, * Co2 + Cio * 6+Cio, = 3312 


13.29) a) Asa = 20 b) Ay4 - As 2 = 820 
29 modo: Ci6s - Cro * C6,3 = 10C6,6 - C6,5 = 3 312 
13.30) A7a - As 4 = 720 k 
13.49) Ci6,s - Cro, - 6Cio,s = 2856 
13.31) Cs,s - Cs,3 = 36 
13.50) a) Co,s = 15 504 b) Cas + Cs 2 = 24 
13.32) a) Cio,6 = 210 b) Cio,2 + Cro,3 + Cro,4 = 375 c) Ca * Ca * As,2 = 480 
c) 210 - Co,2 - Cro,3 = 859 


13.33) a) Ag, = 15 120 
b) Ag3. + Aga = 840 
c) Aga + 2Aga = 6384 
d) Aga + Aga + 4A73= 5 544 


13.51) a) Ca 2 * Cr6,3 = 3360 
b) Cs2 * Cis,3 = 4550 
c) Cas: * Cr62 + Ci6,1 = 480 
d) Cos CMS 11 136 
e) Cos-Ciss-5* Cis,4 = 5 676 


Capítulo 14 
14.8) à) P3=6 b) Py = 24 
14.9) a) 3.2 Ps = 720 
o) P3 - Pa = 144 
14.10) a) Pg = 40 320 
o) A2* 4: P;=5760 
14.11) à) Pg = 40320 
e) Pro - Pa * P3 = 3 386 880 
14.12) 2Ps - Ps = 28 800 
14.13) Ci0,3 * Py = 604 800 
14.14) C5,3 * Cy4 * Py=1 764000 
14.15) a) Pg = 720 
14.16) 2P6 * Pé = 1 036 800 
14.17) Ps * Pg = 144 
14.18) 329º 
14.19) 3999 960 
14.20) 279972 
Capítulo 15 
15.5) a) PÉ) = 6720 
o) P$3:$32 - 32432400 
15.6) 539 1260; P;=6 
15.7) n=7 
15.8) n=4 
15.9) a) PS) = 60480 
15.10) a) PS bd) PLS. p(4:4) 
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d) pt 3. pf: 2) ã Pp) 


c) Ps = 120 


b) 3-4. P;=1440 


b) Asp * Po = 8640 
d) Asa e Ape 2:2-Po=1152 


b) Pg « P; = 241 920 


b) Css * P3 = 336 


b) $$ = 1120 


d) PP PO) 241920 


o Pg 9. pl) 


Capítulo 16 


16.2) 


16.3) 


16.1) a) nEZ, nZ3 b) nEZ, nZ2 
D( = (0;1;2;3;4) 
D=0 
a) 16 b) 4096 c) 2176 


16.4) 
16.5) 


16.9) 


16.10) 


16.11) 


16.12) 


16.13) 


16.14) 


16.15) 


16.19) 


a) 210-1=1023 b) 210 -1-10-1=1012 
sto) (OD a). o(s) 
“en ts! 

tem 2 colunas iguais, pois (4) - E: 


(13) E 1 (o y ( an (complementares) 


9 5 


a) S=(+3;+W10) bd) S=(7) 
9) S=1-2;4) o s=(5) )Ss=b 
a) S = ((72; 3); (28; 25)) b) S=1(4;8)) 


k=k+1 (impossível) 


do ao) = a 
' ás k+k+1=n+2 
donde n = 2k - 1 = ímpar 


a) nZp+tq e pZq 


p+q=p-q (1) 
u 


n n 
D(p4a)=(p-a) * 1º 
prq Eq pt+tq+p-g=n (11) 
de (T), vem q = 0 que, como q E N*, não convém; 


de (17) , vem n=2p= par 


3%k-1=2k+1 
(21) (241) la 1+2k+1 Pa 
- =n 


de , vem k=2, o que não convém; 
de , vem n = Sk que é múltiplo de 5. 


a) S=(39) b) S=114) 


16.20) 


a) S=(15) b) S=(20) 


ae Ee - (2) - (9º1)- (2) (2) 2z2 e 


E Mn +Dp 
dE Ds Tl= oa pel 


“Pro Dir é (pé) = [28 membro | 
E el! = [28 membro | 


16.26) a) V b) V o) V d) V 
16.27) a) s=(5; 3) b) S=(tVIl,+5) 
16.28) a) S= [5:8) b) S=[4;6) 
16.29) S = (50; 52) 
n+1 n-1 n n n-1 
16.30 ” à > +( D=( 
» [memo | = (251) (525) =(5) (o 21) -(502 
n-1 n-1 n-1 n-1 n-1 
= + + 
Ai a) Do male pelo 2) 
(E Dea(ooD=(00) EE Ptlo(no E 
Pp p= p=1 p p-1 
(p2itesE ao (271) 25. [Eee] 
p= p psd p 
Capítulo 18 
18.5) a) x5 - Sax? + 10a2x3 - 1033x2 + Sa?x - as 
b) x! + 8x3 + 24x2 + 32x + 16 
c) xé - 12x5 +60x4- 160x3 + 240x2 - 192x + 64 
10 5 1 
O AA Me tra E * E 
18.6) a) (2 + 7)5 = 95 = 59049 
b) (5 -3)6 = 26 = 64 
o) (7 + 3)! =104=10000 
d) (101 - 1) = 1005 = 10 000 000 000 
18.7) a) (3 + 2)8 = 58 = 390 625 


b) (11 +4P =15n 
e) (11 -21M = (-10n 
d) (11 - 1)" = 10h 
e) (1-11)" = (-10n 


)= 


18.8) zero 


18.9) a) 20-14 


18.17) 


18.18) 


18.19) 


18.20) 


18.21) 


18.22) 


18.23) 
18.24) 
18.25) 


18.29) 


18.30) 


18.31) 


(19) 252 
a) = =. 


o 


b) qn-1 


b) - ( 15 ) 2x8 = -4 480x9 


E Ra (1 = 1001x8 


O is (1)sxu = -4375x4 


c) não existe 


o Tie - ()s2s = -145 152 


» Tys (Ds = 20 500 480 


c) não existe 


o Toa ( 12) 26.x30 = 29 568x20 


1042 po case 


b) Ts = ————s o 
( 5 [as x 
n=29 
a=t28 Es 
n=20; a = Y25 
dois; sétimo e décimo nono termos 
a) 1 110x16 b) 2060x%4 
a) 2,176 b) 258,055 
+ 
Ou a n(n + (mm 1) 
a) 2890 
b) n(n + 1)(n2+n-6)  n(n+1)(n+3)(n-2) 
4 o 4 
c) 562 666 


Capítulo 19 


19.3) 


19.4) 


19.5) 


19.6) 
19.8) 


19.9) 


19.10) 
19.11) 
19.16) 


19.17) 


19.18) 


19.19) 
19.20) 
19.21) 


19.22) 


PC6 = 120 


PCg - 2PCy = 3 600 
PC4 = 6 broches e E EO 3 


PC4 * Pq = 144 
AR3,s = 243 


a) AR24 = 16 
b) AR24 + AR22 + AR23 + AR24 = 30 


ARio,s - AR1o,s — (Aio,s — Ag,4) = 62 784 


AR26,2 * ARio,2 — AR26,2 - ARi10,2 + 1 = 66825 


a) 120 b) 330 c) 462 
n+k-l 
CRn,k = Coek-t,k = ( k ) 
n+k-1 
CRk+1,n-1 = Cksnma,n- -( a=i 


como os dois binomiais são complementares, é imediato que CRn,k = CRk+1,n-1 


a) CR12,5 =4 368 
b) CR6,3 * CR62 = 1176 


CR4,4 = 35; CR3,5 = 21 
Ed 

CRn, = 286 

CRio,s = 2002 

a) CRam, tita = CRm,a 


b) CRa-m+1,m-1 = CRm,a-m 


Capítulo 20 


20.10) > 


É, 
20.110) 7 


4 
20.12) à) 15 b) 
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c) 


vo|to 
en] vo 


1 3 1 
20.13) a) 7 b) 7 c) EE 
5 4 13 
23 
20.15) 95 
20.16) a) 0,6 = 60% b) 0, 
c) 0,4 = 40% d) 0, 


20.17) 0,75 = 75% 


Ra) 
20.18) 7 5 


20.19) a) E ide dr 


20.20) a) ms b) 


1 
20.21) x 
14 
20.22) a) 285 
É) 
20.23) J 


1 1 3 
20.24) 2) TER Dag ais 


455 
20.25) 3876 


20.26) a” 


20.27) - 


n-3 
2 j: 3(n - 3) 
E Cn,3 nn -1D(n-2) 


E 


Capítulo 21 
100 40 20 3 


214)0) 500 * 300 ” 200 * 5 


28 E 
b) 5j0 * 700 * 200 * 50 
garras 


Cio,2 , Cas2 Cas 2 47 


z - - = ——— 
da Cico,2 Cioo2 Cie? 106 


Cio,3 Cio,3 Cs,3 1 
31.N)> = + 5 q = + 
) Cas,3  Cas,3 Cas,3 23 


Ci32 C26,2 Cia, C26,2 25 
21.8 132 + 26,2 . ld = DE = —s 
dci s2,2 Cs2,2 Cs2,2 Cs2,2 102 
Cia, Cis2 2 
b + = dE, 
Tao * Tas OT 
Cad q Sid 
) Cs» Csa2 21 


9 1 
21.9) a 1-PIAUB]=1-47= 79 
pn Tettaenafesys A «+ 
qa 
9 1 
o 1-P(ÍAUB]=1- q = 1 


2 1 
a PIA] -PIANB]=S-2=3 


21.10) a) 0,60 + 0,65 — 0,35 = 0,90 (90%) 
b) 1 - 0,90 = 0,10 (10%) 
c) 0,60 - 0,35 = 0,25 (25%) 
d) 0,65 - 0,35 = 0,30 (30%) 


1 1 1 
297º7-% 

1 4 É 4. 4 tta sa 
2) SD TRT o ed Pç dq Ta 

LR A 1. a RR 
2 dq * Ty" Do" 197 190 do" To" 

5 3 5 
29) 75º 74 * 36 

1 1 1 1 
MO Tg Em 
RAD DL Tree A 

1 6 E) 5 

Dr Te * TH 

1 6 3 3 

e e E 

1 
piyal.d.ll- 

1 1 1 1 1 

E a a ; 

gd « bes cia 

E 7 7 7 2401 

2. Tie 1 cd, A Ls M 
Dre prt TA EST TT 

2 2 2 2 a 1-4 1 16 

22:14): 1 24 a qtde ro 

1 3 1 5 61 
SER E O TT 

2 5 4 4 3 2 1 p! 3 34 
LOM ts a 'TOTO Das 


1 9 1 9 9 
os mto 
Codigos md Er 
DAME sta E FUI 
Capítulo 23 
1 1 1ON/INV VIT 5 
a aa va o (35) (5) = te 


no (DEE 


290 (46) (6) "15557 
» (ADD) - a 
o (5) (5) - 5 
o (DG) (Gia 


so (DO DEE 
COLO 

so É CNN la 

239) A (109 (0,2 (0,8)10-K = 0,6778 

23.10) 3 (E os on? - 04116 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS SUPLEMENTARES 


3 

1.2) “5 

5 

q 
a 1E Sa É 4 Já: A 
L)X=|7 5 7 , Y= is aÃ 
9105 uss 
7 a 7 E, 


1.4) Basta efetuar o produto AA. 
LS) | Cbtud, d 
0 d 


L6) Ta * Tg ppa pri [2 | E 


sena cosa senB cosB | 
“| cosacosf - sen asen É -sen B cosa - senacos À 
“| senacosB+ senficosa -sena sen + cosacos À 


“Icos(a+B) -sença + B)| T 
“Isena+f) co(a+B)| = “a+b 


Ta = cos(-x)  -sen(-a!) - cosa sena = Tt 
sen(-0t) cos(=0t) "| -sena cosa e AM 


1.7) Basta efetuar os produtos, lembrando que BA = AB. 


18) a) St= 5 (A + ADt= 5 (A+ (AD) = SUt+A=S 


ts DRA ARE io AO a 
b) K = 5 (A Ay =3(A (AD) =5 


c) Basta notar que A=S+K. 


(At- A) =-K 


1.9) Basta efetuar o produto AB, obtendo a matriz Os. 

1.10) Basta efetuar A? e B2. 

Lil) MC-D=C2-C=C-C=0 

112) S2 sap e 
[50-AP=[0-24+42- SQ1-2A)=70-A)=T 


SL 74+A]l5 La A)=P0-A)=[0-D=0 


1.13) Método da Indução Matemática 
Teorema 1: (para p=1) 


APti = A2=(B+C)2=B2+2BC+C?=B(B+2C) = BPÍB + (p + 1)C] 


Teorema 2 
Hipótese:  Ak* = Bk[B + (k + 1)C] 
Tese: Ak+2 = BkH[B + (k + 2)C] 


Ak+2 = A» Akt = ABK(B + (k + 1)C] = (B + O)BK[B + (k + 1)C] = 
(B + O)[Bk*! + (k + DBKC] = 

= BK*2 4 (k + 1)BK*IC + BK*IC + (k + DBKC? = 

= Bk+2 + (k + D)BKHIC + O = 

= BK+I[B + (k + 2)C] 


1 1 1 1 
1.14) Há 2 soluções: (0. ——=, “F) e (o E VE) 
v2º 2 V2 2 
1.15) Não 
1.16) X = BA-ÍC-IA 


L17) (A + BAIA - B) = (1 + BAI) (A - B) = 
=A-B+BA-A-BAIB=A-BAIB 
(A - BJAMA + B) = (1- BATI)(A + B) = 
=A+B-BA-A-BAIB=A-BAIB 


1.18) Teorema 1: (para n = 2):(AjAg) 1 = AZ AT! 
Se X=Ah e Y= Mm , então 
XY = AjAZAZIAT! = AjIAq! = AjAji = 
donde (AjA2)T! = AjlAçI 
Teorema 2 
Hipótese (AjAzA3º... Aki) = ATARI, o... 0 AFI e AFIAçI 


Tese (AjAzAs +... Ae Apa) TT = AI AÇI e... 0 AFIAGIA! 


Se B=AjAgAgº...: A 1Ak então 
(AjAzAs é... e Ay * Ape) = (BAp,) = Agh, Bl = 


= Ap, Ap! e... o AFIAZIAÇ' 


L19) X1 = Ê -y AS [2 rj 


120) a) Aq * Ag = 1 B 1-F B-a 
1 = tr=:1 8 
o Di Fa ta 

rd de de pos fab B 

À ido do rt AMA a 

7 a EE Cal 


Se AgAg = AgAq então B-a=a-f, donde a = f; 
se a =P então Ay=Ag e AgAg = AgÃg = Ad 
b) Basta efetuar a soma. 
c) Aà= 0 
d) Note que (Ay + AW? = AS + AgAg + AgAq + AR = 


= AgAg + AgAg = (2 -F- Edi (como em b)). 
e) Basta elevar à potência n o resultado do item d). 
f) Basta colocar 8 = 2a no resultado do item d). 


IH.) Se A=|a b e B=|a gB então 
0 c o Y 


AB=| aa aB+bY e BA =| aa ba+cf 
0 cY 0 cY 


Assim, ab + bY = ba + cf 
donde b(a-Y)-B(a-c)=0 
isto é, b Es lime 


11.2) Escrevendo-se 


a-x 0 0 d 
0 b-x 0 e 
0 0 c-x f 
d e r 0 
e desenvolvendo o determinante, obtemos 


det(A - xl) = d2(b -x)(c-x)+eZa -x)(c-x) + fla -x)(b-x) = F(x) 


A-xl= 
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A expressão F(x) é um trinômio do 2º grau. Temos 


F(a) = d2(b-a)(c-a) >0 
F(b) =e2(a-b)(c-b)<O0 
F(c) =f2a -c)(b-c) >0 


Assim, a equação F(x) = 0 admite duas raízes reais X1 € x2 tais que 
a>Dx >b>m>ce. 


1.3) Se a+B+Y=7, então tga+tgB+tgY=tgateBtg 7, assim 


ae tim 
1 tgB à =teatsBteY+1+1-tgB-tea-teY=2 
1 1: tg 7 


14) S=(x€R|-10<x<-V10 ou V10 <x<10) 
H.5) zero 

1.6) zero 

IL7) S = 10; -10) 

IL8)-S = (0,1, 2) 


11.9) Lembrando que sen 3x = 3 senx - 4 sen3x, fica claro que a 32 coluna é combinação 
linear das duas outras. 


1.10) 1 


I.11) No determinante da esquerda, multipliquemos a 22 coluna por yz, a 32 por xz e à 
42 por xy, obtendo 


O xyz xyz xyz (xyz) FR CR | 

2 2 0 z y2 

1 x O x72 xy 63) . 1 y 

x2y222 y yz22 0 x2y D 12 0 x2 

z y2z x2z 0 (2) 1 y?2 x2 0 

K1) | 5 4 8 5 4 546 54 42 + 

2 73 = 2 7 283 =13 27H 
La 1 6 169 16 8 


11.13) x? + (In+yn 


ULD A=1, (4:-5) ou A=-Se(3:5) 
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I.2) À = 1 : indeterminado 


À=- 5 : inconsistente 


Atl e X£-S : determinado 
2 
013) A+ 5 


0.4) m=0 ou m=-1 
HI.5) Basta notar que P(A) < n, logo (S) é indeterminado. 


11.6) Se ad - be £ 0, então um dos elementos a, b, c, d, pelo menos, é diferente de zero. 
Podemos supor, sem perda de generalidade, que d £0. Então, 


Ee coa pcs 
RAS no da de dg di 


no ai 3 q + SE ma 
“e a -10 k+4 0 4 |e— 
err ad  demZ MR ca TS 
à e md a e 1 
E Anis id E Gk + 4) m 1 k 1 
O k+4 0 4 Hr) kk +4) -k 


1) k= 0: sistema indeterminado 
S=((3-3a; 1; 0), «E R) 


2) k=-4: sistema inconsistente 
3) k&£O0 e k £-4: sistema determinado 


1.8) AMX) = MAR) = À-0=0 
IV.) 3 j 
IV.2) 30 “ 

IV.3) 11 

IV.4) 15 120 

Iv.s) (-1) 

IV.6)a =6, b=1] e c=5 


IV.7) o quociente é 27 


IV.8) n(n - 1) (1-2) 


IV.9) N=648 e S= 355680 


1.10) (32) 


IV.11) ( ia : ) | Ê 
IV.12) 495 


va 19) (o) 2º) 184 756 


IV.14) 60 
Lá 
IV.15) Para a 22 igualdade faça na relação anterior n=1,2,3,...,n e some membro 
a membro. 


IV.16) 174 


(nin-1 


ia 1821-..(n -D! 


2 Gu) é mínimo para p= 1; esse mínimo é n 


o Di a É), 


multiplicando-se membro a membro, vem a tese 


voy e( pat... +( SP tra (A 


20) di Mn-p. pçmal 
a Ho PrI “aqi 


isto é, se ge designa a parte inteira do número x: 


pSE 


Ti Ê 
39) o maior termo É Hp pi does E( SO) 1 
dE ">; (ia E: E Ca 1 )(ã0 ay 
v.6) 7; 14 
V.7) 16 “ 
V.8)3,2,6 


V.9) (1,02) = 1,1041 


NH) descavolva (x + ” q 


Vi) a=20-n), Às -5 n(n - 1) (2n- 1) 
” 

Es 

VA3) 5 


V.14) -9;- 46 
. 

VII) 252 

VL.2) 1140 

VL3) 210 

vI4 8 

VLS) 1080 

VL6) 16 A 

VL.7) 17 881 376 


VI.8) 2 893 


vi?) 2 2 “20 onde [x] significa “o maior inteiro que não supera x”. 


A, 


Eae RR 1 
RE a ei » 
n(2n + 9) 


VLS (Qm + 6) Qn + 5) 


VII.6) a) E b) z c) 108 
E 
12 


VIL7) a = e b= 


ai 


e E 
ja a , 
E n 
E “a 
s 
+ 
+ 
+ . 
“= “ 5 
e 
e 3 
Eca a o é 
* * 
À s 
= E 
.- cá 
“e + o “& d 
“ se ” 
* * É 
- “e 
» 
- - ú 
fra ? ho “ " 
o ' ” 
- 
JPotolito 7 
nelson - LIA 
manduca 
“mei Rua Arciprestes Ezequias, 327 — Fone 2730367 — São Paulo, SP 
ajido , 
y - “ ' + 
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